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Restricao Orcamentaria

= Ao contrario do problema do planejador central, as familias nao
se defrontam com a restricao de recursos da economia, mas
sim como a restricao orcamentaria. Em t, essa restricdo é dada
por:

C: + (K; + 6K;) + B, = w;N; + 1K, + R.B;

Em que By é o estoque de ativos financeiros da familia (se
negativo, trata-se de divida).

= | ado direito sdo os recursos recebidos pela familia em t:

» Servigos de trabalho (w;N;), servigos de capital (1:K;) e juros
recebidos sobre ativos (R;B;) (juros pagos se B; > 0).

= | ado esquerdo indica que esses recursos podem ser divididos
entre consumo e poupanca.

> Poupanca pode acontecer como investimento em capital fisico
(I; = K; + 6K;) ou aquisi¢do de mais ativos financeiros (B;).



Restricao Orcamentaria

= Em termos per capita (dividindo os dois lados acima por N;):

K B
ct+ﬁt+5kt+ﬁt=wt+rtkt+Rtbt
t t

Em que b= Bt/Nt. . Sabe-se que K,/N,= fct + nk; .
Similarmente, B;/N; = b; + nb;. Portanto:

Ct + kt + bt = W + (Tt — 0 — n)kt + (Rt — n)bt (31)



Restricao Orcamentaria

» Se (1, —6) > R;, entdo o retorno do capital seria maior que o
retorno do ativo financeiro.

» Haveria oportunidades infinitas de arbitragem: os agentes
econdbmicos teriam incentivos a se endividar sem limites, para
investir em capital e aumentar suas possibilidades de consumo.

» Todavia, os recursos da economia sao limitados, indicando
que essa situacao ndo pode ser um equilibrio.

= Se (r; — §) < R, entdo o retorno do capital seria menor que o
retorno do ativo financeiro.

» Os agentes econdémicos teriam incentivos a colocar toda a sua
riqueza no ativo financeiro: o capital fisico seria nulo.

» Mas, nesse caso, a produtividade marginal do capital seria
infinita, assim como o préprio retorno de investir no capital. Essa
situacao tambem ndo é um equilibrio.



Restricao Orcamentaria

= | 0go, a unica configuracado consistente com equilibrio é tal que
os retornos dos dois ativos se igualam: R; =1 — 0.

= O agente representativo esta, portanto, indiferente em relagcao
as diferentes formas de alocar sua riqueza entre os dois ativos
(como eles tém o mesmo retorno, sao substitutos perfeitos).
Importa apenas o estoque total de ativos per capita, dado por:

at — bt + kt (32)

= Assim, a restricdo orcamentaria (3.1) pode ser reescrita da
seguinte forma:

Ct + dt — Wt + (Rt — n)at (33)



Esquemas de Ponazi

= A restricdo orcamentaria anterior ndo previne esquemas de
Ponzi, nos quais o individuo poderia aumentar sua divida
indefinidamente para elevar o consumo:

» Em um dado periodo, toma-se divida tanto para saldar os juros
da divida atual, como para elevar seu consumo; no periodo
seguinte, toma-se uma quantidade ainda maior de divida para
pagar 0S juros, que agora cresceram, e expandir novamente o
consumo.

= Esses esquemas de Ponzi nao violam a restricao orcamentaria
(3.3) em nenhum ponto no tempo, mas:

P> esses esquemas nao sao factiveis, pois ndo ha recursos
suficientes na economia para sustentar essa elevacao sem limite
no coNnsumo;

» & necessario impor uma restricao adicional sobre as escolhas
da familia representativa, de modo a prevenir esquemas de Ponazi.



Esquemas de Ponazi

t
= Multiplique os dois lados da equacao (3.3) por e{_ fO(RS_")dS}

o) ¢ 0 ¢
j cte{_ Jo (Rs_n)ds}dt + f la; — (R — n)at]e{_ Jo (Rs_n)ds}dt
0 0

0 t
= [ weel b g (3.4)
0



Esquemas de Ponzi

= Note que:

%{ate_ fOt(Rs—n)dS}

t t
= q,e” Jo (Rs—m)ds +ae” fO(RS—n)dS(_l)(Rt —n)

t
= [a, — (R, —n)]e™ o Rsmmas

= | ogo:

(00) t o0 d t
R G T e I R
0 o dt
t (0.0)
_ ate—fO(RS—n)ds .
t
= lima,e” Jo(Rs—m)ds _ a, (3.5

t—o oo



Condicao de “No-Ponzi Game”

= Substituindo (3.5) em (3.4), tem-se que:
< t
j Cte{_ fo (RS_n)dS}dt
0

oo ¢ "
= ay + j Wte{_ fO(RS_n)dS}dt — lim a,e” Jo(Rs=Mds (3 g)
0

t—o o0

» |Lado direito: os dois primeiros termos sao a riqueza do
individuo ao longo de sua vida, que advém dos ativos iniciais (a;)
e do valor presente descontado da renda do trabalho (segundo
termo).

» Lado esquerdo: valor presente do consumo, indicando como o
individuo pode “gastar” sua rigueza, alocando-a ao longo dos
diferentes periodos de sua vida.

= Mas, se o termo de limite fosse negativo, isso faria com que o
individuo pudesse expandir o valor presente do seu consumo
para além de sua riqueza. Isso ocorre nos esquemas de Ponzi.



Condicao de “No-Ponzi Game”

consumo
w N

c, o= o Rs—m)ds} 5

0 ( o {_ ft(R _n)d } ) t
=1 ag +j weel o Bs™Wdsige | i q e~ Jo(Rs—m)ds
\ ativos 20O o t=e
iniciais renda do
\ trabalho J

riqueza



Condicao de “No-Ponzi Game”

= VVisando prevenir esquemas de Ponzi, deve-se adotar a hipotese
de que o termo limite seja nao negativo. Trata-se da condicao de
“No-Ponzi Game” (NPG):

lim ate_fot(RS_n)dS >0

t— oo

= A familia representativa somente escolhera caminhos de
COoNsSumMo em que a expressao acima vale como igualdade.

» Se o limite fosse estritamente positivo, reduzi-lo aumentaria os
recursos disponiveis para consumo ao longo da vida,
possibilitando um aumento na utilidade.



Restricao Orcamentaria Intertemporal

= Nesse caso, com o limite igual a zero, a equacao (6) torna-se:

f cte{_ JoRs=m)ds} gy _ ag + f
0

0

N — N —

consumo riqueza

co

W, o= JoRs=m)ds} 7,

= Esta € a restricao orcamentaria intertemporal, que nos diz
que o valor presente do consumo ao longo da vida da familia
representativa deve ser igual ao valor de sua riqueza.

» essa restricdo é composta pelos ativos em t = 0, e pelo valor
da forca de trabalho da familia representativa, dada pelo valor
presente da renda do trabalho ao longo da vida.



Problema da familia representativa

= Essa familia escolhe as trajetérias de consumo e ativos -

{Ct}te[o,0) © {at}te(o,0) - d& modo a maximizar sua utilidade ao
longo da vida, tomando como dados:

» Arestricdo orcamentaria (3.3) em todos os periodos t = 0;

» O estoque inicial de ativos (a,)
» A sequéncia de precos {wy, 13, Rt}tE[O,OO)

» Arestricdo (condicao) de “No-Ponzi Games”.



Problema da familia representativa

= A familia representativa € pequena o suficiente para nao afetar
precos. Entretanto, toma decisdo com base em precos futuros,
de mercados que ainda nao estao abertos no presente.

» Expectativas racionais: os agentes econdmicos entendem
como a economia funciona (tém o modelo "na cabeca"), e sao
capazes de fazer a melhor previsao possivel sobre essas variaveis
no futuro.

» Como nao existe incerteza, os agentes econdémicos sabem
exatamente como serao esses precos no futuro.



Problema da familia representativa

= O problema da familia representativa é, portanto:

0.0)

max U, =j e Ptu(c,)dt
0

Sujeito a:
dt = W + (Rt —’I’l)at — Ct,Vt = 0

lim ate_fg(Rs_")dS >0

t— oo

ao, {Wt' Tt, Rt}tE[O,OO) dadOS

Lembrando que R; =1 — 6 em equilibrio. No problema acima,
tem-se variavel de controle (c¢) e varidvel de estado (a). O
Hamiltoniano € dado por:

Hy = e P'u(c,) + pe[we + (R —n)a; — c¢]



Condicdes de Otimo

= As condicoes de 6timo sdo, portanto:

H =0=>ePulc)—pu,=0 (3.7)

Hy = —py = u(ry—6 —n)=—-p, (3.8)
llm ‘u,tat — O (39)

t—o oo

Da equacao (3.7), segue que:

He lu”(ct) :
—=—p + ; Ct
Ut u'(ct)



Condicdes de Otimo

= Substituindo em (3.8), tem-se que:

u” (e |

He

Ut

Equacao de Euler:

o — [””(Ct) =1, — (6 + 1) (3.10)

C
u,(ct) ‘



Equacao de Euler

Lado esquerdo Lado direito
[u”(ct) . e — (6 +n)
P— | ¢
u'(ce) ‘

Trata-se do custo marginal de poupar
uma unidade adicional, que é dado pelo
custo da espera por consumir, e pelo fato
de que o consumo se torna viavel no
tempo por conta disso.

Trata-se do beneficio marginal, expresso
em termos de retorno para a familia.

Ao poupar uma unidade a mais, a familia
expande seu capital ao longo do tempo, o
qual pode ser alugado as firmas.

O beneficio dessa acao é dado pela taxa
de aluguel do capital, liquida da
depreciacao (tanto depreciacdo fisica,
como advinda do crescimento
populacional)




Condicao de Transversalidade

= Substituindo (3.7) em (3.9), pode-se obter a condicao de
transversalidade da familia representativa:

lime P*u(c,)a, =0 (3.11)

t—o o0

= A equacao (3.11) diz que o valor dos ativos (em unidades de
utilidade do consumo), quando t — oo, trazido a valor presente,
deve ser igual a zero.



Problema da Firma Representativa

= Na economia descentralizada, o produto € gerado por firmas,
atuando em competicao perfeita.

» Todas as firmas sao idénticas.

» Contratam capital e trabalho das familias, de forma a
maximizar seus lucros.

» Como ha retornos constantes de escala e concorréncia
perfeita, o lucro das firmas sera igual a zero.

= Por conta da hipotese de retornos constantes de escala, o
numero de firmas € irrelevante para o agregado.

» Logo, por simplicidade, supde-se que ha apenas uma firma
representativa (ou, de maneira equivalente, que ha medida 1 de
firmas idénticas).



Problema da Firma Representativa

= O problema da firma representativa é estatico:

» AcoOes e resultados passados (isto €, quantidade de insumos
contratados, produto, lucro etc.) ndo afetam o lucro corrente.

» Logo, maximizar o lucro ao longo do tempo (em valor presente)
€ equivalente a maximizar o lucro em cada instante
separadamente.



Problema da Firma Representativa

= O problema da firma representativa entao consiste em escolher

as quantidades de capital (K&) e trabalho (N&) a serem
contratadas em t, de modo a maximizar seu lucro no proprio
periodo t, tomando-se como dados os pre¢os dos insumos (r; e

We):

maz (F(KE,NE) = weg! =K'}
t't

W, 1 dados
= As condicoOes de primeira ordem implicam que:
FK(th:Ntd) =Tt
FN(th»NtCl) = Wt

Em outras palavras, a firma iguala o produto marginal de cada
INSUMOo a seu preco.



Problema da Firma Representativa

= Pode-se reescrever as condicoes de primeira ordem em termos
per capita (deve-se omitir indices de tempo e o sobrescrito d por
um momento). Primeiro, note que, por causa dos retornos
constantes de escala:

FKN—NFKl =N K
0 = e (51) = (5)

= Os produtos marginais sao, entao:

OF _ (K1 _ ey
EVan f(ﬁ)ﬁ—f()

OF K (XY (-K
OF _ £ (%) 4 np B = pai - kp

K



Problema da Firma Representativa

= Assim, as condicdes de o6timo da firma representativa podem
ser expressas da seguinte forma:

(k&) =r (3.12)
f(ki) —kif' (ki) = w (3.13)

Em que k& = K2 /N2



Equilibrio Competitivo

= Nesta economia, os mercados estdo em equilibrio em todos os
instantes t = 0.

= O equilibrio é tal que:

» Dados os precos, todos os agentes estdo otimizando (tanto a
familia representativa, quanto a firma representativa).

» As decisdes da familia representativa e da firma representativa
sao consistentes no agregado, isto €, oferta igual a demanda para
todos os mercados, e emtodootempot = 0.

= Atencao: aqui, os conceitos de estado estacionario e equilibrio
sao distintos:

» 0s mercados estdo em equilibrio em todo t, inclusive quando a
economia esta transitando para o estado estacionario.

P trata-se, portanto, de uma trajetodria de equilibrio.



Equilibrio Competitivo

= Um equilibrio competitivo é dado por:

» Uma sequéncia de precos {wy, 17, Rt}te[o,oo)

» Uma sequéncia de alocagées {c;, k }:;[O’OO) e {ke, bt }reqo,00)

Tals que:

= Dada a sequéncia de pregos {wq, 1t Ri}iefo,0) € OS estoques

iniciais de ativos ky > 0 e by = 0, as sequéncias {Ct}te[o,w0) €

{kt, bt }te[o,0) resolvem o problema da familia representativa.

= Dada a sequéncia de pregos {w;, Ti}iefo0), @ S€quéncia
d® . .

{kf }te[o,oo) resolve o problema da firma representativa.



Equilibrio Competitivo

= Os mercados estido em equilibrio (market clearing) em todo t =
0. Ou seja, paratodot = 0:

k, = k& (3.14)

¢ + ke — (8 + )k, = f(ky) (3.16)



Equilibrio Competitivo

= A equacao (3.14) indica que a oferta de capital por parte das
familias é igual da demanda de capital por parte das familias.

= A equacao (3.15) é a condicao de equilibrio no mercado do ativo
financeiro:

» b, tem que ser zero porque 0s agentes sao idénticos nessa
economia.

» Se um deles desejasse emprestar recursos, entao todos fariam
0 mesmo, € nao haveria ninguém para tomar emprestado. Isso
nao pode ser um equilibrio.

» Analogamente, se um agente quisesse tomar emprestado,
entdo todos os outros fariam o mesmo, € ndo haveria ninguém
disposto a emprestar recursos. Também nao é um equilibrio.

= | 0ogo, os precos deve ser tais que o0 agente representativo nao
esteja disposto a emprestar ou tomar emprestado nessa
economia, isto é, by = 0 paratodot = 0.



Equilibrio Competitivo

= Da equacao (2), segue que:

at —_ bt + kt —_ kt (317)

= Por fim, a equacao (3.16) € a propria restricao de recursos dessa
economia.

» Essa equacao (3.16) é também a condicdo de equilibrio no
mercado de produto (isto €, mercado de bens e servicos), sendo a
demanda por parte das familias (para consumo e investimento)
expressa no lado esquerdo da equacao, ao passo que a oferta por
parte das firmas sendo expressa no lado direito.



Equilibrio Competitivo

= Como a solucao de mercado e a solucao do planejador central
se comparam? Neste modelo de Ramsey-Cass-Koopmans,
considerando economia descentralizada, essas duas solucoes
sao coincidentes.

= Trata-se de uma aplicacao do Primeiro Teorema do Bem-Estar
Econdmico-Social:

» Dado que ndo ha falhas de mercado (por exemplo,
monopolios, oligopolios, externalidades, assimetria de
informacoes, bens publicos etc.), a solucao de mercado sera
eficiente.

» A trajetdria de equilibrio é, portanto, idéntica a trajetoria que
resultado do problema do planejador central.



Eficiencia

= Para ver isso, combine a equacao de Euler da familia
representativa (equacao 3.10) e a condicao de primeira ordem da
firma representativa (equacao 3.12), levando-se em conta que,

em equilibrio, k, = k&, para obter:

p— li((f:)) &= Flky) — (8 +1),Vt = 0 (3.18)



Eficiencia

= Além disso, da condicao de transversalidade do problema da
familia representativa (equacdo 3.11), junto com a condicao de
equilibrio a; = k;, tem-se que:

lim e Pu(c)k, =0 (3.19)

t— oo

= _Lembrando que, em equilibrio, a restricao de recursos € valida:

ke = f(k,) —c; — (8 + )k, V=0 (3.20)



Eficiencia

= As equacoes (3.18), (3.19) e (3.20) coincidem com as equacoes
que caracterizam a solucao do problema do planejador central:

» Logo, a trajetdria de equilibrio coincide com a solugcdo do
problema do planejador central.

» O equilibrio competitivo é eficiente.
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   C t +  (    K . t + 𝛿  K t ) +    B . t =  w t  N t +  r t  K t +  R t  B t


   B t


  t


   (  w t  N t )


   (  r t  K t )


   (  R t  B t )


   B t > 0


   (  I t =    K . t + 𝛿  K t )


   (    B . t )


   N t


   c t +      K . t   N t + 𝛿  k t +      B . t   N t =  w t +  r t  k t +  R t  b t


   b t ≡    B t /   N t


       K . t /   N t =    k . t + n  k t


       B . t /   N t =    b . t + n  b t
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   a t =  b t +  k t                                        ( 3 . 2 )


   c t +    a . t =  w t +  (  R t − n )  a t                      ( 3 . 3 )
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  =     a t  e  −   ∫ 0 t   (  R s − n ) d s |  t = 0 ∞


  =     l i m  t → ∞ ⁡   a t  e  −   ∫ 0 t   (  R s − n ) d s −  a 0                ( 3 . 5 )


    ∫ 0 ∞   c t  e   { −   ∫ 0 t   (  R s − n )  d s } d t =  a 0 +   ∫ 0 ∞   w t  e   { −   ∫ 0 t   (  R s − n )  d s } d t −     l i m  t → ∞ ⁡   a t  e  −   ∫ 0 t   (  R s − n ) d s  ( 3 . 6 )


   (  a 0 )


        ∫ 0 ∞   c t  e   { −   ∫ 0 t   (  R s − n )  d s } d t ⏞  c o n s u m o =      {      a 0 ⏟     a t i v o s   i n i c i a i s +       ∫ 0 ∞   w t  e   { −   ∫ 0 t   (  R s − n )  d s } d t ⏟     r e n d a   d o   t r a b a l h o } ⏟  r i q u e z a −     l i m  t → ∞ ⁡   a t  e  −   ∫ 0 t   (  R s − n ) d s


      l i m  t → ∞ ⁡   a t  e  −   ∫ 0 t   (  R s − n ) d s ≥ 0


        ∫ 0 ∞   c t  e   { −   ∫ 0 t   (  R s − n )  d s } d t ⏟  c o n s u m o =      a 0 +   ∫ 0 ∞   w t  e   { −   ∫ 0 t   (  R s − n )  d s } d t ⏟  r i q u e z a


  𝒕 = 𝟎


     {  c t }  t ∈ [ 0 , ∞ )


     {  a t }  t ∈  ( 0 , ∞ )


  t ≥ 0


   (  a 0 )


     {  w t ,  r t ,  R t }  t ∈ [ 0 , ∞ )


      m a x  ⁡   U 0 =   ∫ 0 ∞   e  − 𝜌 t u  (  c t ) d t


     a . t =  w t +  (  R t − n )  a t −  c t ,   ∀ t ≥ 0


      l i m  t → ∞ ⁡   a t  e  −   ∫ 0 t   (  R s − n ) d s ≥ 0


   a 0 ,      {  w t ,  r t ,  R t }  t ∈ [ 0 , ∞ )


   R t =  r t − 𝛿


   ( c )


   ( a )


   H t =  e  − 𝜌 t u  (  c t ) +  𝜇 t  [  w t +  (  R t − n )  a t −  c t ]


   H c = 0 ⇒  e  − 𝜌 t u  (  c t ) −  𝜇 t = 0                ( 3 . 7 )


   H a = −    𝜇 . t ⇒  𝜇 t  (  r t − 𝛿 − n ) = −    𝜇 . t                ( 3 . 8 )


      l i m  t → ∞ ⁡   𝜇 t  a t = 0                                            ( 3 . 9 )


       𝜇 . t   𝜇 t = − 𝜌 +  [    u  ′ ′  (  c t )   u ′  (  c t ) ]    c . t


       𝜇 . t   𝜇 t =  r t − 𝛿 − n = 𝜌 −  [    u  ′ ′  (  c t )   u ′  (  c t ) ]    c . t


  𝜌 −  [    u  ′ ′  (  c t )   u ′  (  c t ) ]    c . t =  r t −  ( 𝛿 + n )                                        ( 3 . 10 )


  𝜌 −  [    u  ′ ′  (  c t )   u ′  (  c t ) ]    c . t


   r t −  ( 𝛿 + n )


      l i m  t → ∞ ⁡   e  − 𝜌 t u  (  c t )  a t = 0                                          ( 3 . 11 )


  t → ∞


   (  K t d )


   (  N t d )


  t


  t


   r t


   w t


      m a x   {  K t d ,  N t d } ⁡   { F  (  K t d ,  N t d ) −  w t  N t d −  r t  K t d }


   w t


   r t


   F K  (  K t d ,  N t d ) =  r t


   F N  (  K t d ,  N t d ) =  w t


  d


  F  ( K , N ) = N F  (  K N , 1 ) = N f  (  K N )


    𝜕 F  𝜕 K = N  f ′  (  K N )  1 N = f ′  ( k )


    𝜕 F  𝜕 K = f  (  K N ) + N  f  ′  (  K N )  ( −  K   N 2 ) = f  ( k ) − k f ′  ( k )


   f ′  (  k t d ) =  r t                                                                            ( 3 . 12 )


  f  (  k t d ) −  k t d  f ′  (  k t d ) =  w t                            ( 3 . 13 )


   k t d =    K t d /   N t d


  t ≥ 0


  t ≥ 0


  t


     {  w t ,  r t ,  R t }  t ∈ [ 0 , ∞ )


     {  c t ,  k t d   }  t ∈ [ 0 , ∞ ) ∞


     {  k t ,  b t   }  t ∈ [ 0 , ∞ )


     {  w t ,  r t ,  R t }  t ∈ [ 0 , ∞ )


   k 0 > 0


   b 0 = 0


     {  c t }  t ∈ [ 0 , ∞ )


     {  k t ,  b t   }  t ∈ [ 0 , ∞ )


     {  w t ,  r t }  t ∈ [ 0 , ∞ )


     {  k t d   }  t ∈ [ 0 , ∞ ) ∞


  t ≥ 0


  t ≥ 0


     k t = k t d                                                                                                        ( 3 . 14 )


   b t = 0                                                                                                              ( 3 . 15 )


   c t +    k . t −  ( 𝛿 + n )  k t = f  (  k t )                          ( 3 . 16 )


   b t


   b t = 0


  t ≥ 0


   a t =  b t +  k t =  k t                        ( 3 . 17 )


   k t =  k t d


  𝜌 −  [    u  ′ ′  (  c t )   u ′  (  c t ) ]    c . t =  f ′  (  k t ) −  ( 𝛿 + n ) , ∀ t ≥ 0                                        ( 3 . 18 )


   a t =  k t


      l i m  t → ∞ ⁡   e  − 𝜌 t u  (  c t )  k t = 0                                        ( 3 . 19 )


     k . t = f  (  k t ) −  c t −  ( 𝛿 + n )  k t ,   ∀ ≥ 0                          ( 3 . 20 )

