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Os tomadores de decisões

Em vez de um planejador social benevolente tomar todas as 
decisões, um modelo mais realista envolve famílias e 
empresas a tomarem as suas próprias decisões com 
objetivos diferentes.



1. Dinâmica do Consumo

2. Dinâmica do Trabalho



1.1 Mercados e Agentes



Mercados e Agentes

t é maior que ou igual a 0

 No Modelo de RCK, havia apenas um agente econômico 
(“planejador social benevolente”) realizando todas as decisões 
da economia: consumo, lazer, trabalho investimento e acúmulo de 
capital. Discutiu-se a solução do modelo de forma centralizada:
► Planejador central decide diretamente as trajetórias de 
consumo e investimento.
► Maximizar a utilidade do agente representativo, dado que as 
alocações são factíveis em cada ponto no tempo 𝑡 ≥ 0, isto é, 
respeitando-se a restrição de recursos.

 Alternativa: introduzir famílias e empresas que interagem em 
mercados.
► Famílias: tomam decisões de consumo, são proprietárias das 
empresas, ofertam trabalho e poupam em ativos financeiros.
► Empresas: produzem, investem, demandam trabalho, tomam 
emprestado a poupança das famílias, pagam salários e distribuem 
lucros.



Descentralização

t é maior que ou igual a 0

 Agora, será realizada a solução descentralizada do modelo de 
Ramsey-Cass-Koopmans:
► Decisões de consumo e poupança são tomadas pela família 
representativa, com base em preços.

► Decisões de produção são tomadas pela firma 
representativa, também com base em preços.
► A família representativa é dona dos fatores de produção (capital 
e trabalho), e presta serviços desses fatores à firma 
representativa.
► Equilíbrio competitivo: cada agente econômico realiza sua 
decisão, tomando-se preços como dados; em equilíbrio, as 
decisões da família representativa e da firma representativa são 
consistentes (isto é, os mercados estão em equilíbrio em todo o 
tempo 𝑡 ≥ 0).



Mercados

w inferior à linha t

abre parêntese maiúscula R inferior à linha t , , fecha parêntese

abre parêntese r inferior à linha t , , fecha parêntese

abre parêntese t , fecha parêntese

Mercado do Produto 
(ou Mercado de Bens e Serviços):

► ofertado pela firma representativa, e 
demandado pela família representativa para 

ser utilizado como consumo ou investimento.

► Preço do produto final é normalizado em 1 
(numerário da economia).

Mercado de Trabalho:
► Serviços de trabalho são ofertados pelas 

famílias, e contratados pelas firmas.

► O preço é o salário 𝑤𝑡.

Mercado de Crédito:
► Família representativa pode emprestar ou 

tomar emprestado entre si à taxa de juros 
𝑅𝑡 .

Mercado de Capital:
► Família representativa aluga seu capital 
para a firma representativa, que utiliza no 

processo de produção.

► O preço é a taxa de aluguel do capital 𝑟𝑡 .

Em cada ponto do tempo 
𝑡 , há quatro mercados 

abertos



Decisões intertemporais sobre o consumo

chave em baixo m a. x limite inferior abre chave c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha,a. inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fecha chave , , maiúscula V inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de , Beta elevado a s , maiúscula U abre parêntese c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fim de soma , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.1 , fecha parêntese

chave em baixo , maiúscula Delta a. inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais c inferior à linha t , fim de chave em baixo , limite inferior abre parêntese d e s t i. n o , d o s , r e c u r s o s fecha parêntese é igual a chave em baixo , x inferior à linha t mais r inferior à linha t , a. inferior à linha t , fim de chave em baixo , limite inferior r e n d a. , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.2 , fecha parêntese

Beta é igual a 1 divisão linear abre parêntese 1 mais teta , fecha parêntese

maiúscula U inferior à linha t elevado a plica é maior que 0 maiúscula U inferior à linha t elevado a plica plica é menor que 0 0 é menor que Beta é menor que 1 a. inferior à linha t

início de equações t r inferior à linha t x inferior à linha t

 A família representativa maximiza o valor presente da 
utilidade:

ถ𝑚𝑎𝑥
𝑐𝑡+𝑠,𝑎𝑡+𝑠

𝑉𝑡 = ෍

𝑠=0

∞

𝛽𝑠𝑈 𝑐𝑡+𝑠  1.1

Sujeito às seguintes restrições:

Δ𝑎𝑡+1 + 𝑐𝑡

𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜 𝑑𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑢𝑟𝑠𝑜𝑠

= 𝑥𝑡 + 𝑟𝑡𝑎𝑡

𝑟𝑒𝑛𝑑𝑎

 1.2

𝛽 = Τ1 1 + 𝜃

Com 𝑈𝑡
′ > 0, 𝑈𝑡

′′ < 0, 0 < 𝛽 < 1. O termo 𝑎𝑡 representa o 
estoque líquido de ativos financeiros (ativos) no começo do 
período 𝑡, que têm taxa de retorno (juros) 𝑟𝑡; e 𝑥𝑡 é a renda 
(exógena, por enquanto).



Decisões intertemporais sobre o consumo
início de equações t abre chave c inferior à linha t ,a. inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fecha chave

a. inferior à linha t

t mais 1 abre chave c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha,a. inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , fecha chave

abre chave c inferior à linha t ,c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha,c inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha,Ponto a ponto de ponto fecha chave

 Note que no período 𝑡, as famílias escolhem 𝑐𝑡 , 𝑎𝑡+1 , ou 
seja, 𝑎𝑡 é dado.

 Em 𝑡 + 1, as famílias escolhem 𝑐𝑡+1, 𝑎𝑡+2  e assim 
por diante.

 Note que (i) isso é equivalente à escolha de todo 
caminho do consumo ao longo do tempo
𝑐𝑡 , 𝑐𝑡+1, 𝑐𝑡+2, … ; e (ii) em relação ao modelo anterior, 

troca-se a escolha sobre o estoque de capital pela 
escolha de ativos financeiros, introduz a taxa de juros e 
coloca-se a restrição orçamentária das famílias (e não 
mais a restrição orçamentária da economia como um 
todo!).



Otimização: Função Lagrangeana
cursivo maiúscula L é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de abre chave Beta elevado a s , maiúscula U abre segundo parêntese c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese mais lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , abre colchete x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , a. inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha menos c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha menos a. inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha , fecha colchete fecha chave , , , , , , abre parêntese 1.3 , fecha parêntese

parcial cursivo maiúscula L superior a denominador , parcial c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a Beta elevado a s , maiúscula U abre parêntese c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese menos lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha é igual a 0,, , , s é maior que ou igual a 0 , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.4 , fecha parêntese

parcial cursivo maiúscula L superior a denominador , parcial a. inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese menos lambda inferior à linha , t mais s menos 1 fim de inferior à linha é igual a 0,, , s é maior que ou igual a 1 , , , , abre parêntese 1.5 , fecha parêntese

ℒ = ෍

𝑠=0

∞

𝛽𝑠𝑈 𝑐𝑡+𝑠 + 𝜆𝑡+𝑠 𝑥𝑡+𝑠 + 1 + 𝑟𝑡+𝑠 𝑎𝑡+𝑠 − 𝑐𝑡+𝑠 − 𝑎𝑡+𝑠+1  1.3

Condições de Primeira Ordem (CPO):

𝜕ℒ

𝜕𝑐𝑡+𝑠
= 𝛽𝑠𝑈 𝑐𝑡+𝑠 − 𝜆𝑡+𝑠 = 0,  𝑠 ≥ 0 1.4

𝜕ℒ

𝜕𝑎𝑡+𝑠
= 𝜆𝑡+𝑠 1 + 𝑟𝑡+𝑠 − 𝜆𝑡+𝑠−1 = 0, 𝑠 ≥ 1 1.5

E a restrição orçamentária (1.2).



Otimização: Função Lagrangeana
s é igual a 1

Beta maiúscula U plica abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese superior a maiúscula U plica abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , , abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a 1 , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.6 , fecha parêntese

Resolvendo as condições de primeira ordem, para 𝑠 = 1, 
tem-se a seguinte expressão da equação de Euler:

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1

𝑈′ 𝑐𝑡
1 + 𝑟𝑡+1 = 1 1.6



1.2 Interpretando a Equação de Euler



Equação de Euler: problema em dois períodos
maiúscula V inferior à linha t é igual a maiúscula U abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese mais Beta maiúscula U abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.7 , fecha parêntese

0 é igual a d maiúscula V inferior à linha t é igual a d maiúscula U inferior à linha t mais Beta d maiúscula U inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese , d c inferior à linha t mais Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.8 , fecha parêntese

maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese , d c inferior à linha t mais Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a 0

Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a menos maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese , d c inferior à linha t

d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a menos numerador , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese fim de numerador , superior a denominador , Beta maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese , fim de denominador , , d c inferior à linha t , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.9 , fecha parêntese

𝑉𝑡 = 𝑈 𝑐𝑡 + 𝛽𝑈 𝑐𝑡+1  1.7

0 = 𝑑𝑉𝑡 = 𝑑𝑈𝑡 + 𝛽𝑑𝑈𝑡+1
= 𝑈′ 𝑐𝑡 𝑑𝑐𝑡 + 𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑑𝑐𝑡+1 1.8

𝑈′ 𝑐𝑡 𝑑𝑐𝑡 + 𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑑𝑐𝑡+1 = 0

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑑𝑐𝑡+1 = −𝑈′ 𝑐𝑡 𝑑𝑐𝑡

𝑑𝑐𝑡+1 = −
𝑈′ 𝑐𝑡

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1
𝑑𝑐𝑡 1.9



Equação de Euler: problema em dois períodos

Beta maiúscula U plica abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese superior a maiúscula U plica abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , , abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a 1 , se e apenas se maiúscula U plica abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese superior a Beta maiúscula U plica abre segundo parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese , é igual a abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese

d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a menos abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d c inferior à linha t se e apenas se menos numerador , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a denominador , d c inferior à linha t , fim de denominador , é igual a 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , , , , , abre parêntese 1.10 , fecha parêntese

seta para baixo abre parêntese d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a menos abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese seta para cima abre parêntese d c inferior à linha t , , fecha parêntese

seta para cima abre parêntese d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a menos abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese seta para baixo abre parêntese d c inferior à linha t , , fecha parêntese

Da equação (1.6), sabe-se que:

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1

𝑈′ 𝑐𝑡
1 + 𝑟𝑡+1 = 1 ⇔

𝑈′ 𝑐𝑡

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1
= 1 + 𝑟𝑡+1

Substituindo a expressão acima em (1.9), nos teremos:

𝑑𝑐𝑡+1 = − 1 + 𝑟𝑡+1 𝑑𝑐𝑡 ⇔ −
𝑑𝑐𝑡+1

𝑑𝑐𝑡
= 1 + 𝑟𝑡+1 1.10

↓ 𝑑𝑐𝑡+1 = − 1 + 𝑟𝑡+1 ↑ 𝑑𝑐𝑡

↑ 𝑑𝑐𝑡+1 = − 1 + 𝑟𝑡+1 ↓ 𝑑𝑐𝑡



Equação de Euler: problema em dois períodos

𝑀𝑎𝑥𝐶𝑡, 𝐶𝑡+1 = 0

𝐶𝑡 = 0, 𝑀𝑎𝑥𝐶𝑡+1



Equação de Euler: problema em dois períodos

abre parêntese r , fecha parêntese

c inferior à linha t

c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a 0

c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linhac inferior à linha t é igual a 0

2 por 1 matriz, m a. x , c inferior à linha t é igual a x inferior à linha t mais x inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha superior a denominador , 1 mais r fim de denominador , mais abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese , a. inferior à linha t , , , linha seguinte, m a. x , c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese , x inferior à linha t mais x inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese inferior à linha ao quadrado , a. inferior à linha t , , , fim de matriz , , , , , , , , , , abre parêntese 1.11 , fecha parêntese

 Considere a existência de uma taxa de retorno constante
𝑟 ;

 Para encontrar onde a restrição orçamentária toca os dois 
eixos, deve-se perceber que o maior valor de 𝑐𝑡 ocorre 
quando 𝑐𝑡+1 = 0;

 Analogamente, o maior valor de 𝑐𝑡+1 ocorre quando 𝑐𝑡 =
0. Logo:

𝑚𝑎𝑥 𝑐𝑡 = 𝑥𝑡 +
𝑥𝑡+1

1 + 𝑟
+ 1 + 𝑟 𝑎𝑡

𝑚𝑎𝑥 𝑐𝑡+1 = 1 + 𝑟 𝑥𝑡 + 𝑥𝑡+1 + 1 + 𝑟 2 𝑎𝑡

 1.11



Equação de Euler: problema em dois períodos



Equação de Euler: problema em dois períodos



Equação de Euler: aumento da taxa de juros



Equação de Euler: aumento da taxa de juros



Equação de Euler: aumento da taxa de juros

• Ponto A → Ponto B
• Troca-se consumo hoje 

por consumo amanhã.
Efeito 

Substituição

• Ponto B → Ponto C
• Maior juros, maior

consumo amanhã,
pode-se não consumir
“tanto assim” amanhã.

Efeito Renda



Substituição intertemporal

A equação de Euler tem o significado usual de que prescreve 
a substituição intertemporal do consumo entre dois 
períodos consecutivos.



1.3 Restrição Orçamentária Intertemporal



Restrição Orçamentária Intertemporal
início de equações t t mais 1 t mais 2

inferior à linha base , t : a. , fim de base , inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais c inferior à linha t é igual a x inferior à linha t mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha t , , fecha parêntese , a. inferior à linha t , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.12 , fecha parêntese

inferior à linha base , t mais 1: a. , fim de base , inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha mais c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a x inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , a. inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.13 , fecha parêntese

inferior à linha base , t mais 2: a. , fim de base , inferior à linha , t mais 3 fim de inferior à linha mais c inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha é igual a x inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , a. inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.14 , fecha parêntese

a. inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha mais c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , c inferior à linha t é igual a x inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , x inferior à linha t mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese abre parêntese 1 mais r inferior à linha t , , fecha parêntese , a. inferior à linha t , , , , , , , , , , abre parêntese 1.15 , fecha parêntese

 As restrições para os períodos 𝑡, 𝑡 + 1 e 𝑡 + 2 são, 
respectivamente:

𝑡: 𝑎𝑡+1 + 𝑐𝑡 = 𝑥𝑡 + 1 + 𝑟𝑡 𝑎𝑡 1.12

𝑡 + 1: 𝑎𝑡+2 + 𝑐𝑡+1 = 𝑥𝑡+1 + 1 + 𝑟𝑡+1 𝑎𝑡+1 1.13

𝑡 + 2: 𝑎𝑡+3 + 𝑐𝑡+2 = 𝑥𝑡+2 + 1 + 𝑟𝑡+2 𝑎𝑡+2 1.14

Combinando (1.12) e (1.13), tem-se que:

𝑎𝑡+2 + 𝑐𝑡+1 + 1 + 𝑟𝑡+1 𝑐𝑡
= 𝑥𝑡+1 + 1 + 𝑟𝑡+1 𝑥𝑡 + 1 + 𝑟𝑡+1 1 + 𝑟𝑡 𝑎𝑡 1.15



Restrição Orçamentária Intertemporal

abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese

a. inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha superior a denominador , 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fim de denominador , mais c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha superior a denominador , 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fim de denominador , mais c inferior à linha t é igual a x inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha superior a denominador , 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fim de denominador , mais x inferior à linha t mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha t , , fecha parêntese , a. inferior à linha t , , , abre parêntese 1.16 , fecha parêntese

abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , , fecha parêntese

a. inferior à linha , t mais 3 fim de inferior à linha superior a denominador , 1 mais r inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , fim de denominador , mais c inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha superior a denominador , 1 mais r inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a x inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha superior a denominador , 1 mais r inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , fim de denominador , mais a. inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , , , abre parêntese 1.17 , fecha parêntese

 A equação (1.15) pode ser reescrita dividindo todos os 
membros por 1 + 𝑟𝑡+1 , de tal modo que:

𝑎𝑡+2

1 + 𝑟𝑡+1
+

𝑐𝑡+1

1 + 𝑟𝑡+1
+ 𝑐𝑡

=
𝑥𝑡+1

1 + 𝑟𝑡+1
+ 𝑥𝑡 + 1 + 𝑟𝑡 𝑎𝑡 1.16

O lado esquerdo da equação é o valor presente dos gastos 
totais em consumo e investimento. O lado direto é o valor 
presente das rendas totais.

 Pode-se reescrever a equação (1.14) dividindo todos os 
membros por 1 + 𝑟𝑡+2 , de tal modo que:

𝑎𝑡+3

1 + 𝑟𝑡+2
+

𝑐𝑡+2

1 + 𝑟𝑡+2
=

𝑥𝑡+2

1 + 𝑟𝑡+2
+ 𝑎𝑡+2 1.17



Restrição Orçamentária Intertemporal

a. inferior à linha , t mais 3 fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , , fecha parêntese abre segundo parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese , mais c inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , , fecha parêntese abre segundo parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese , mais c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha superior a denominador , abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fim de denominador , mais c inferior à linha t é igual a x inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha , , fecha parêntese abre segundo parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese , mais x inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha superior a denominador , abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fim de denominador , mais x inferior à linha t mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha t , , fecha parêntese , a. inferior à linha t , , , , , , , abre parêntese 1.18 , fecha parêntese

 Ao substituir (1.17) em (1.16),  tem-se que:

𝑎𝑡+3

1 + 𝑟𝑡+2 1 + 𝑟𝑡+1
+

𝑐𝑡+2

1 + 𝑟𝑡+2 1 + 𝑟𝑡+1
+

𝑐𝑡+1

1 + 𝑟𝑡+1
+ 𝑐𝑡

=
𝑥𝑡+2

1 + 𝑟𝑡+2 1 + 𝑟𝑡+1
+

𝑥𝑡+1

1 + 𝑟𝑡+1
+ 𝑥𝑡 + 1 + 𝑟𝑡 𝑎𝑡 1.18



Restrição Orçamentária Intertemporal
abre chave a. inferior à linha , t mais 3 fim de inferior à linha,, a. inferior à linha , t mais 4 fim de inferior à linha,, Ponto a ponto de ponto fecha chave

maiúscula W inferior à linha t é igual a a. inferior à linha , t mais n fim de inferior à linha superior a denominador , produto de s é igual a 1 a n menos 1 de abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fim de denominador , mais soma de s é igual a 1 a n menos 1 de c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a denominador , produto de s é igual a 1 a n menos 1 de abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fim de denominador , mais c inferior à linha t , , abre parêntese 1.19 a. , fecha parêntese

maiúscula W inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 1 a n menos 1 de x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a denominador , produto de s é igual a 1 a n menos 1 de abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fim de denominador , mais x inferior à linha t mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha t , , fecha parêntese , a. inferior à linha t , , , , , , , abre parêntese 1.19 b , fecha parêntese

 Substituindo recursivamente 𝑎𝑡+3, 𝑎𝑡+4, …  em (1.18), 
tem-se que o valor presente dos gastos totais será:

𝑊𝑡 =
𝑎𝑡+𝑛

ς𝑠=1
𝑛−1 1 + 𝑟𝑡+𝑠

+ ෍

𝑠=1

𝑛−1
𝑐𝑡+𝑠

ς𝑠=1
𝑛−1 1 + 𝑟𝑡+𝑠

+ 𝑐𝑡 1.19𝑎

 O valor presente da riqueza total será:

𝑊𝑡 = ෍

𝑠=1

𝑛−1
𝑥𝑡+𝑠

ς𝑠=1
𝑛−1 1 + 𝑟𝑡+𝑠

+ 𝑥𝑡 + 1 + 𝑟𝑡 𝑎𝑡 1.19𝑏  



Extensões para 𝒏 − 𝟏 período
abre parêntese r , fecha parêntesen até a infinito

abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , n menos 1 fim de superior à linha a. inferior à linha , t mais n fim de inferior à linha

maiúscula W inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a n menos 1 de c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a s , é igual a soma de s é igual a 0 a n menos 1 de x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a s , mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha t , , fecha parêntese , a. inferior à linha t , , , , , , abre parêntese 1.20 , fecha parêntese

maiúscula W inferior à linha t

 Assumindo-se uma taxa de juros constante 𝑟 , com 𝑛 →
∞, como 1 + 𝑟 𝑛−1 cresce mais rápido que 𝑎𝑡+𝑛, tem-se a 
seguinte restrição orçamentária de horizonte infinito:

𝑊𝑡 = ෍

𝑠=0

𝑛−1
𝑐𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠
= ෍

𝑠=0

𝑛−1
𝑥𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠
+ 1 + 𝑟𝑡 𝑎𝑡 1.20

Em que 𝑊𝑡 é o valor presente da renda vitalícia da família e 
é frequentemente chamado de renda permanente.

A equação (1.20) pode ser usada como restrição 
orçamentária alternativa única no problema de otimização.



Condição de Transversalidade
base , l i. m com , limite inferior abre parêntese n até a infinito fecha parêntese de , Beta elevado a n , a. inferior à linha , t mais n fim de inferior à linha , , , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais n fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a 0 , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.21 , fecha parêntese

abre parêntese a. inferior à linha t é menor que 0 , fecha parêntese

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛽𝑛𝑎𝑡+𝑛 𝑈′ 𝑐𝑡+𝑛 = 0 1.21

Isto garante que o valor terminal do ativo não tenha 
utilidade. Em particular, a família não pode financiar o 
consumo extra indefinidamente através de empréstimos
𝑎𝑡 < 0 . 

Por essa razão, a equação (1.21) é conhecida por condição 
de “non-Ponzi-Game” (Kamihigashi, 2006).



Condição de Transversalidade
maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais n fim de inferior à linha , , fecha parêntese é maior que 0

base , l i. m com , limite inferior abre parêntese n até a infinito fecha parêntese de , Beta elevado a n , a. inferior à linha , t mais n fim de inferior à linha , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.22 , fecha parêntese

Beta elevado a n é igual a 1 superior a denominador , produto de s é igual a 1 a n menos 1 de abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fim de denominador , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.23 , fecha parêntese

E como 𝑈′ 𝑐𝑡+𝑛 > 0, tem-se que:

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛽𝑛𝑎𝑡+𝑛  1.22

Tem-se também que:

𝛽𝑛 =
1

ς𝑠=1
𝑛−1 1 + 𝑟𝑡+𝑠

 1.23



Condição de Transversalidade

base , l i. m com , limite inferior abre parêntese n até a infinito fecha parêntese de , a. inferior à linha , t mais n fim de inferior à linha superior a denominador , produto de s é igual a 1 a n menos 1 de abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fim de denominador , é maior que ou igual a 0 , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.24 , fecha parêntese

produto de s é igual a 1 a n menos 1 de abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese

a. inferior à linha , t mais n fim de inferior à linha divisão linear , produto de s é igual a 1 a n menos 1 de abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fim de denominador

a. inferior à linha , t mais n fim de inferior à linha

Pode-se reescrever a condição de “non-Ponzi-Game”:

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑡+𝑛

ς𝑠=1
𝑛−1 1 + 𝑟𝑡+𝑠

≥ 0 1.24

ς𝑠=1
𝑛−1 1 + 𝑟𝑡+𝑠  é o fator de capitalização de juros entre t e 

t+n.

Τ𝑎𝑡+𝑛 ς𝑠=1
𝑛−1 1 + 𝑟𝑡+𝑠  é o valor presente do estoque de 

ativos 𝑎𝑡+𝑛 trazidos a valor presente.



1.4 Função Consumo



O que afeta o consumo das famílias?

maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese c inferior à linha t

numerador , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese fim de numerador , superior a denominador , maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , fim de denominador , é aproximadamente igual a numerador , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese mais maiúscula U plica plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos c inferior à linha t , , fecha parêntese fim de numerador , superior a denominador , maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , fim de denominador , é igual a 1 mais numerador , maiúscula U plica plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese fim de numerador , superior a denominador , maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , fim de denominador , , incremento c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a 1 menos Sigma abre parêntese numerador , maiúscula Delta c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a c inferior à linha t , , fecha 
parêntese , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.25 , fecha parêntese

Sigma é igual a menos c maiúscula U plica plica divisão linear maiúscula U

Faça uma aproximação de Taylor de primeira ordem de 
𝑈′ 𝑐𝑡+1  sobre 𝑐𝑡 na equação de Euler (1.6):

𝑈′ 𝑐𝑡+1

𝑈′ 𝑐𝑡
≅

𝑈′ 𝑐𝑡 + 𝑈′′ 𝑐𝑡 𝑐𝑡+1 − 𝑐𝑡

𝑈′ 𝑐𝑡

= 1 +
𝑈′′ 𝑐𝑡

𝑈′ 𝑐𝑡
∆𝑐𝑡+1 = 1 − 𝜎

Δ𝑐𝑡+1

𝑐𝑡
 1.25

Em que 𝜎 = − Τ𝑐𝑈′′ 𝑈 é o coeficiente de aversão relativa 
ao risco (ver Jehley e Reny, 2011, p. 123).



Trajetória do consumo ótimo

numerador , maiúscula Delta c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a c inferior à linha t , é igual a 1 superior a Sigma , abre colchete 1 menos 1 superior a Beta abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fecha colchete

implica numerador , maiúscula Delta c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a c inferior à linha t , é igual a numerador , r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos teta fim de numerador , superior a Sigma abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.26 , fecha parêntese

r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a teta implica , maiúscula Delta c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , divisão linear c inferior à linha t , é igual a 0

r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é maior que teta implica , maiúscula Delta c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , divisão linear c inferior à linha t , é maior que 0

r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é menor que teta implica , maiúscula Delta c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , divisão linear c inferior à linha t , é menor que 0

Portanto, ao se usar a aproximação da equação de Euler, 
tem-se:

Δ𝑐𝑡+1

𝑐𝑡
=

1

𝜎
1 −

1

𝛽 1 + 𝑟𝑡+1

⇒
Δ𝑐𝑡+1

𝑐𝑡
=

𝑟𝑡+1 − 𝜃

𝜎 1 + 𝑟𝑡+1
 1.26

 Se 𝑟𝑡+1 = 𝜃 ⇒ ΤΔ𝑐𝑡+1 𝑐𝑡 = 0. O crescimento do consumo 
é zero. Trata-se do equilíbrio de longo prazo.

 Se 𝑟𝑡+1 > 𝜃 ⇒ ΤΔ𝑐𝑡+1 𝑐𝑡 > 0

 Se 𝑟𝑡+1 < 𝜃 ⇒ ΤΔ𝑐𝑡+1 𝑐𝑡 < 0



O que afeta o consumo das famílias?
r inferior à linha t é igual a r é igual a teta

c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha c inferior à linha r

maiúscula W inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a s , é igual a numerador , 1 mais r fim de numerador , superior a r , c inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a s , mais abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese , a. inferior à linha t , , , , , abre parêntese 1.27 , fecha parêntese

 Considere 𝑟𝑡 = 𝑟 = 𝜃  (ou seja, o equilíbrio de longo 
prazo). Pode-se substituir 𝑐𝑡+𝑠 por 𝑐𝑟  na equação (2.20) 
para se obter:

𝑊𝑡 = ෍

𝑠=0

∞
𝑐𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠
=

1 + 𝑟

𝑟
𝑐𝑡

= ෍

𝑠=0

∞
𝑥𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠
+ 1 + 𝑟 𝑎𝑡 1.27



Função Consumo

c inferior à linha t é igual a r superior a denominador , 1 mais r fim de denominador , , maiúscula W inferior à linha t é igual a r soma de s é igual a 0 a infinito de x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , s mais 1 fim de superior à linha , mais inferior à linha base , r a. , fim de base , inferior à linha t , , , , abre parêntese 1.28 , fecha parêntese

 Portanto, a função consumo será dada por:

𝑐𝑡 =
𝑟

1 + 𝑟
𝑊𝑡 = 𝑟 ෍

𝑠=0

∞
𝑥𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠+1
+ 𝑟𝑎𝑡 1.28

 Ou seja, em cada período, o consumo é proporcional à 
riqueza.

 Isso significa que, em estado estacionário, o consumo 
em cada período é uma parcela fixa da riqueza total.

 Essa equação representa a hipótese da renda 
permanente de Friedman.



Evidências empíricas



1.5 Choques de Renda 

(Choques Permanentes)



Choques de Renda
x inferior à linha t

c inferior à linha t é igual a x inferior à linha t mais r a. inferior à linha t , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.29 , fecha parêntese

abre parêntese a. inferior à linha t é maior que 0 , fecha parêntese abre parêntese a. inferior à linha t é menor que 0 , fecha parêntese

maiúscula P maiúscula M g maiúscula C é igual a 1

 Suponha que a renda 𝑥𝑡  é constante em cada período. 
Então, a equação (1.28) se torna:

𝑐𝑡 = 𝑥𝑡 + 𝑟𝑎𝑡 1.29

 O consumo, portanto, varia conforme a família possui 
bens 𝑎𝑡 > 0  ou dívida 𝑎𝑡 < 0 .

 Um choque permanente na renda terá, portanto, o 
mesmo efeito sobre o consumo, que é o postulado 
keynesiano de propensão marginal a consumir igual a 
um: 𝑃𝑀𝑔𝐶 = 1.



Choques de Renda



Choques de Renda

c inferior à linha t é igual a r superior a denominador , 1 mais r fim de denominador , , x inferior à linha t mais r superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese ao quadrado , , x inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais Ponto a ponto de ponto mais r a. inferior à linha t

início de equações t

r divisão linear abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese

 Para analisar o efeito de um choque temporário sobre 
a renda, reescreva (1.28) como:

𝑐𝑡 =
𝑟

1 + 𝑟
𝑥𝑡 +

𝑟

1 + 𝑟 2
𝑥𝑡+1 + ⋯ + 𝑟𝑎𝑡

 Um choque temporário de renda no período 𝑡 , 
portanto, terá somente uma propensão marginal a 
consumir igual a Τ𝑟 1 + 𝑟 .

 Portanto, os efeitos de um corte de impostos 
permanente e de um corte de impostos temporário são 
muito diferentes.



1.6 Choques de Taxa de Juros

(Choques Temporários)



Choques de Taxas de Juros
abre parêntese 1.19 b , fecha parêntese

maiúscula W inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 1 a n menos 1 de x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a denominador , produto de s é igual a 1 a n menos 1 de abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fim de denominador , mais x inferior à linha t mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha t , , fecha parêntese , a. inferior à linha t

início de equações t

abre parêntese a. inferior à linha t é maior que 0 , fecha parêntese

abre parêntese a. inferior à linha t é menor que 0 , fecha parêntese

 Relembre a equação 1.19𝑏 , referente ao valor presente 
da renda total:

𝑊𝑡 = ෍

𝑠=1

𝑛−1
𝑥𝑡+𝑠

ς𝑠=1
𝑛−1 1 + 𝑟𝑡+𝑠

+ 𝑥𝑡 + 1 + 𝑟𝑡 𝑎𝑡

 O efeito de uma mudança temporária no período 𝑡 
novamente depende se a família possui bens 𝑎𝑡 > 0  
ou dívida 𝑎𝑡 < 0 .



Choques de Taxas de Juros

maiúscula P maiúscula M g maiúscula C é igual a r superior a denominador , abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese , fim de denominador

 O efeito no consumo, todavia, é menor devido à 
substituição intertemporal:

𝑃𝑀𝑔𝐶 =
𝑟

1 + 𝑟

 Na prática, o consumo depende das expectativas dos 
retornos dos ativos futuros (Shiller, 2009).



1.7 Choques de Renda

(Choques Antecipados e não Antecipados)



Choques de Renda (não) Antecipados

numerador , maiúscula Delta c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a c inferior à linha t , é igual a 1 superior a Sigma , abre colchete 1 menos 1 superior a Beta abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , fecha colchete

implica numerador , maiúscula Delta c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a c inferior à linha t , é igual a numerador , r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos teta fim de numerador , superior a Sigma abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 1.26 , fecha parêntese

c inferior à linha t é igual a r superior a denominador , 1 mais r fim de denominador , , maiúscula W inferior à linha t é igual a r soma de s é igual a 0 a infinito de x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , s mais 1 fim de superior à linha , mais inferior à linha base , r a. , fim de base , inferior à linha t , , , , abre parêntese 1.28 , fecha parêntese

Δ𝑐𝑡+1

𝑐𝑡
=

1

𝜎
1 −

1

𝛽 1 + 𝑟𝑡+1

⇒
Δ𝑐𝑡+1

𝑐𝑡
=

𝑟𝑡+1 − 𝜃

𝜎 1 + 𝑟𝑡+1
 1.26

𝑐𝑡 =
𝑟

1 + 𝑟
𝑊𝑡 = 𝑟 ෍

𝑠=0

∞
𝑥𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠+1
+ 𝑟𝑎𝑡 1.28



Choques de Renda (não) Antecipados

r inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a teta c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a c inferior à linha t

c inferior à linha t

c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a c inferior à linha t mais e inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

e inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha maiúscula E inferior à linha t , abre parêntese e inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a 0

maiúscula E inferior à linha t , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a c inferior à linha t

 A equação (1.26) não contém informação sobre renda. 
Se 𝑟𝑡+1 = 𝜃, então 𝑐𝑡+1 = 𝑐𝑡.

 Mas, se a mudança na renda é antecipada, a 
informação é incorporada em 𝑐𝑡. Logo:

𝑐𝑡+1 = 𝑐𝑡 + 𝑒𝑡+1

Em que 𝑒𝑡+1 é um choque aleatório: 𝐸𝑡 𝑒𝑡+1 = 0.

 Nesse caso, o consumo é chamado de processo 
martingale: 

𝐸𝑡 𝑐𝑡+1 = 𝑐𝑡



Poupança

s inferior à linha t é igual a x inferior à linha t mais r a. inferior à linha t menos c inferior à linha t

abre parêntese r a. inferior à linha t menos c inferior à linha t , , fecha parêntese

s inferior à linha t é igual a x inferior à linha t menos r soma de s é igual a 0 a infinito de x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , s mais 1 fim de superior à linha , é igual a menos abre parêntese r superior a denominador , 1 mais r fim de denominador , , fecha parêntese , soma de s é igual a 1 a infinito de numerador , x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha menos x inferior à linha t fim de numerador , superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a s , é igual a menos soma de s é igual a 1 a infinito de inferior à linha base , maiúscula Delta x , fim de base , inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , s mais 1 fim de superior à linha

 Para taxa de juros constante, a poupança é dada por:

𝑠𝑡 = 𝑥𝑡 + 𝑟𝑎𝑡 − 𝑐𝑡

Substituindo 𝑟𝑎𝑡 − 𝑐𝑡  em (1.28), teremos:

𝑠𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑟 ෍

𝑠=0

∞
𝑥𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠+1
= −

𝑟

1 + 𝑟
෍

𝑠=1

∞
𝑥𝑡+𝑠 − 𝑥𝑡

1 + 𝑟 𝑠

= − ෍

𝑠=1

∞
Δ𝑥𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠+1

Isso significa que a poupança é usada para compensar 
mudanças futuras previstas na renda.



1. Dinâmica do Consumo

2. Dinâmica do Trabalho



2.1 Oferta de Trabalho Endógena



Oferta de trabalho endógena

maiúscula U abre parêntese c inferior à linha t ,l inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a maiúscula U abre parêntese c inferior à linha t ,1 menos n inferior à linha t , , fecha parêntese

maiúscula U inferior à linha c é maior que 0,, maiúscula U inferior à linha n é menor que 0,, maiúscula U inferior à linha c c é menor que ou igual a 0,, maiúscula U inferior à linha n n é menor que ou igual a 0 maiúscula U inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha é igual a menos maiúscula U inferior à linha l

chave em baixo , incremento a. inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais c inferior à linha t , fim de chave em baixo , limite inferior 2 por 1 matriz, d e s t i. n o , d o s , linha seguinte, r e c u r s o s fim de matriz é igual a chave em baixo , w inferior à linha t , n inferior à linha t mais x inferior à linha t mais r inferior à linha t , a. inferior à linha t , fim de chave em baixo , limite inferior r e n d a. , , , , , , , , , abre parêntese 2.1 , fecha parêntese

 Considere agora que a quantidade de horas trabalhadas 
não é fixa, mas sim o resultado de uma decisão das 
famílias.

 A função utilidade é dada por 𝑈 𝑐𝑡 , 𝑙𝑡 = 𝑈 𝑐𝑡 , 1 − 𝑛𝑡 , 
com 𝑈𝑐 > 0, 𝑈𝑛 < 0, 𝑈𝑐𝑐 ≤ 0, 𝑈𝑛𝑛 ≤ 0, 𝑈𝑛,𝑡 = −𝑈𝑙. 

 A restrição orçamentária é dada por:

∆𝑎𝑡+1 + 𝑐𝑡

𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜 𝑑𝑜𝑠
𝑟𝑒𝑐𝑢𝑟𝑠𝑜𝑠

= 𝑤𝑡𝑛𝑡 + 𝑥𝑡 + 𝑟𝑡𝑎𝑡

𝑟𝑒𝑛𝑑𝑎

 2.1



Oferta de trabalho endógena

x inferior à linha t

w inferior à linha t

r inferior à linha t

cursivo maiúscula L é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de abre chave Beta elevado a s , maiúscula U abre segundo parêntese c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha,1 menos n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese mais lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , abre colchete w inferior à linha t , n inferior à linha t mais x inferior à linha t mais abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , a. inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha menos c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha menos a. inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha , fecha colchete fecha chave , , abre parêntese 2.2 , fecha parêntese

 Em que:

𝑥𝑡: renda exógena, mas agora essa renda exclui a renda 
do trabalho.

𝑤𝑡: taxa salarial

𝑟𝑡: taxa de juros

ℒ

= ෍

𝑠=0

∞

ሼ

ሽ

𝛽𝑠𝑈 𝑐𝑡+𝑠, 1 − 𝑛𝑡+𝑠

+ 𝜆𝑡+𝑠 𝑤𝑡𝑛𝑡 + 𝑥𝑡 + 1 + 𝑟𝑡+𝑠 𝑎𝑡+𝑠 − 𝑐𝑡+𝑠 − 𝑎𝑡+𝑠+1 2.2



Oferta de trabalho endógena

parcial cursivo maiúscula L superior a denominador , parcial c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a Beta elevado a s , maiúscula U inferior à linha , c ,t mais s fim de inferior à linha menos lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha é igual a 0,, , , s é maior que ou igual a 0 , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.3 , fecha parêntese

parcial cursivo maiúscula L superior a denominador , parcial n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a menos Beta elevado a s , maiúscula U inferior à linha , l ,t mais s fim de inferior à linha mais lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , w inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha é igual a 0,, , s é maior que ou igual a 0 , , , abre parêntese 2.4 , fecha parêntese

parcial cursivo maiúscula L superior a denominador , parcial a. inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese menos lambda inferior à linha , t mais s menos 1 fim de inferior à linha é igual a 0,, , s é maior que 0 , , , abre parêntese 2.5 , fecha parêntese

Condições de Primeira Ordem (CPO):
𝜕ℒ

𝜕𝑐𝑡+𝑠
= 𝛽𝑠𝑈𝑐,𝑡+𝑠 − 𝜆𝑡+𝑠 = 0,  𝑠 ≥ 0 2.3

𝜕ℒ

𝜕𝑛𝑡+𝑠
= −𝛽𝑠𝑈𝑙,𝑡+𝑠 + 𝜆𝑡+𝑠𝑤𝑡+𝑠 = 0, 𝑠 ≥ 0 2.4

𝜕ℒ

𝜕𝑎𝑡+𝑠
= 𝜆𝑡+𝑠 1 + 𝑟𝑡+𝑠 − 𝜆𝑡+𝑠−1 = 0, 𝑠 > 0 2.5

E a restrição orçamentária é dada por (2.1).



Oferta de trabalho endógena

maiúscula U inferior à linha , l ,t fim de inferior à linha superior a maiúscula U inferior à linha , c ,t fim de inferior à linha , é igual a w inferior à linha t , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.6 , fecha parêntese

numerador , Beta maiúscula U inferior à linha , c ,t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a maiúscula U inferior à linha , c ,t fim de inferior à linha , , abre parêntese 1 mais r inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a 1 , , , , , , , abre parêntese 2.7 , fecha parêntese

Combinando (2.3) e (2.4), tem-se:

𝑈𝑙,𝑡

𝑈𝑐,𝑡
= 𝑤𝑡 2.6

Ao combinar (2.3) e (2.5), tem-se a Equação de Euler:

𝛽𝑈𝑐,𝑡+1

𝑈𝑐,𝑡
1 + 𝑟𝑡+𝑠 = 1 2.7



Função Consumo

c inferior à linha t é igual a abre parêntese r superior a denominador , 1 mais r fim de denominador , , fecha parêntese , maiúscula W inferior à linha t é igual a r soma de s é igual a 0 a infinito de abre colchete numerador , w inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha fim de numerador , superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , s mais 1 fim de superior à linha , mais x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , s mais 1 fim de superior à linha , fecha colchete , mais r a. inferior à linha t , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.8 , fecha parêntese

 A função consumo, derivado da restrição 
orçamentária (2.1), com taxa de juros constantes, é 
similar à expressão anteriormente estudada:

𝑐𝑡 =
𝑟

1 + 𝑟
𝑊𝑡

= 𝑟 ෍

𝑠=0

∞
𝑤𝑡+𝑠𝑛𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠+1
+

𝑥𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠+1
+ 𝑟𝑎𝑡 2.8



Função Consumo

maiúscula W inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de , abre colchete numerador , w inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha fim de numerador , superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a s , mais x inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a s , fecha colchete mais abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese , a. inferior à linha t , fim de soma

c inferior à linha t n inferior à linha t a. inferior à linha t

 Onde a riqueza ou renda permanente é dada por:

𝑊𝑡 = ෍

𝑠=0

∞
𝑤𝑡+𝑠𝑛𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠
+

𝑥𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠
+ 1 + 𝑟 𝑎𝑡

Equações (2.6), (2.7) e (2.8) são usadas para resolver a 
trajetória ótima de  𝑐𝑡, 𝑛𝑡 e 𝑎𝑡.



Oferta de trabalho endógena

maiúscula U abre parêntese c inferior à linha t ,l inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a abre colchete numerador , abre segundo parêntese c inferior à linha t elevado a abre parêntese 1 menos Sigma fecha parêntese menos 1 , fecha segundo parêntese fim de numerador , superior a denominador , abre parêntese 1 menos Sigma , fecha parêntese , fim de denominador , fecha colchete mais l n abre parêntese l inferior à linha t , , fecha parêntese

l inferior à linha t é igual a 1 menos n inferior à linha t

numerador , c inferior à linha t elevado a alfa fim de numerador , superior a denominador , 1 menos n inferior à linha t , fim de denominador , é igual a w inferior à linha t

 Deve-se trabalhar com a equação (2.6), considerando 
a função utilidade:

𝑈 𝑐𝑡 , 𝑙𝑡 =
𝑐𝑡

1−𝜎 − 1

1 − 𝜎
+ 𝑙𝑛 𝑙𝑡

Em que 𝑙𝑡 = 1 − 𝑛𝑡. A equação (2.6) se torna:

𝑐𝑡
𝛼

1 − 𝑛𝑡
= 𝑤𝑡



Oferta de trabalho endógena

n inferior à linha t é igual a 1 menos numerador , c inferior à linha t elevado a Sigma fim de numerador , superior a w inferior à linha t , , , , , , , , , , abre parêntese 2.8 , fecha parêntese

início de equações t

abre parêntese seta para cima w inferior à linha t , , fecha parêntese abre parêntese inferior à linha base , seta para cima c , fim de base , inferior à linha t , , fecha parêntese

maiúscula P maiúscula M g maiúscula C é igual a r superior a denominador , 1 mais r fim de denominador

 A equação da oferta de trabalho será dada por:

𝑛𝑡 = 1 −
𝑐𝑡

𝜎

𝑤𝑡
 2.8

 Para um aumento salarial temporário no período 𝑡
↑ 𝑤𝑡 , o consumo aumenta ↑ 𝑐𝑡 , dado que:

𝑃𝑀𝑔𝐶 =
𝑟

1 + 𝑟

Portanto, a função de oferta de trabalho é ascendente.



Oferta de trabalho endógena
maiúscula P maiúscula M g maiúscula C é igual a r superior a denominador , 1 mais r fim de denominador

seta para cima w inferior à linha t implica seta para cima n inferior à linha t

seta para cima c inferior à linha t implica seta para baixo n inferior à linha t

n inferior à linha t

𝑃𝑀𝑔𝐶 =
𝑟

1 + 𝑟

 ↑ 𝑤𝑡 ⇒↑ 𝑛𝑡 : relação tradicional entre quantidade 
ofertada de trabalho e salário real. 

 ↑ 𝑐𝑡 ⇒↓ 𝑛𝑡: p. ex., um aumento da renda que leve ao 
aumento do consumo faz com que a oferta de trabalho 
diminua.

No entanto, para um aumento salarial permanente, o 
efeito líquido sobre 𝑛𝑡 é ambíguo.



2.2 Empresas (Firmas)



Hipóteses

abre parêntese y inferior à linha t , , fecha parêntese

abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese abre parêntese n inferior à linha t , , fecha parêntese

abre parêntese b inferior à linha t , , fecha parêntese

y inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a i. inferior à linha t mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t

• maximizar o valor presente do lucro atual e 
futuro.Objetivo

• nível de produção 𝑦𝑡 , e insumos de fatores de 
produção 𝑘𝑡  e 𝑛𝑡

Decisões de 
produção

• financiamento do nível da dívida 𝑏𝑡 , mas sem 
financiamento de capitais financeiros (equities) 

Decisões 
financeiras

• 𝑦𝑡 = 𝐹 𝑘𝑡, 𝑛𝑡
Função de 
Produção

• 𝑘𝑡+1 = 𝑖𝑡 + 1 − 𝛿 𝑘𝑡Acumulação de 
capital



Maximização do Lucro

cursivo maiúscula P inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de , abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos s fim de superior à linha , maiúscula Pi inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de soma , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.9 , fecha parêntese

início de equações r

maiúscula Pi inferior à linha t é igual a y inferior à linha t menos w inferior à linha t , n inferior à linha t menos i. inferior à linha t mais maiúscula Delta b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos r b inferior à linha t , , , , , , , abre parêntese 2.10 , fecha parêntese

 Considere o caso no qual as empresas combinam 
capital e trabalho, na ausência de custos de 
ajustamento, com o objetivo de maximizar lucros. O 
valor presente do fluxo de lucros reais descontado 
usando uma taxa de juros real constante é dado por:

𝒫𝑡 = ෍

𝑠=0

∞

1 + 𝑟 −𝑠Π𝑡+𝑠  2.9

Em que 𝑟 é uma taxa de desconto constante. 

Π𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑤𝑡𝑛𝑡 − 𝑖𝑡 + Δ𝑏𝑡+1 − 𝑟𝑏𝑡 2.10



Maximização do Lucro
y inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese

maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a i. inferior à linha t menos Delta k inferior à linha t

maiúscula Pi inferior à linha t é igual a y inferior à linha t menos w inferior à linha t , n inferior à linha t menos i. inferior à linha t mais maiúscula Delta b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos r b inferior à linha t

maiúscula Pi inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese menos w inferior à linha t , n inferior à linha t menos chave em baixo , abre parêntese maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais Delta k inferior à linha t , , fecha parêntese , fim de chave em baixo , limite inferior abre parêntese i. inferior à linha t , fecha parêntese mais chave em baixo , abre segundo parêntese b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos b inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , fim de chave em baixo , limite inferior abre parêntese maiúscula Delta b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fecha parêntese menos r b inferior à linha t

 Considere 𝑦𝑡 = 𝐹 𝑘𝑡 , 𝑛𝑡 ;

 Dada a lei de movimento do capital, Δ𝑘𝑡+1 = 𝑖𝑡 − 𝛿𝑘𝑡, 
pode-se reescreve o lucro da empresa como:

Π𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑤𝑡𝑛𝑡 − 𝑖𝑡 + Δ𝑏𝑡+1 − 𝑟𝑏𝑡 

Π𝑡 = 𝐹 𝑘𝑡 , 𝑛𝑡 − 𝑤𝑡𝑛𝑡 − Δ𝑘𝑡+1 + 𝛿𝑘𝑡

𝑖𝑡

+ 𝑏𝑡+1 − 𝑏𝑡

Δ𝑏𝑡+1

− 𝑟𝑏𝑡



Maximização por lucro
maiúscula Pi inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese menos w inferior à linha t , n inferior à linha t menos chave em baixo , abre segundo parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos k inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , fim de chave em baixo , limite inferior abre parêntese maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fecha parêntese menos Delta k inferior à linha t mais b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos b inferior à linha t menos r b inferior à linha t

maiúscula Pi inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese menos w inferior à linha t , n inferior à linha t menos k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais k inferior à linha t menos Delta k inferior à linha t mais b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos b inferior à linha t menos r b inferior à linha t

maiúscula Pi inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese menos w inferior à linha t , n inferior à linha t menos k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t mais b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese , b inferior à linha t , , , , abre parêntese 2.11 , fecha parêntese

Π𝑡 = 𝐹 𝑘𝑡 , 𝑛𝑡 − 𝑤𝑡𝑛𝑡 − 𝑘𝑡+1 − 𝑘𝑡

Δ𝑘𝑡+1

− 𝛿𝑘𝑡 + 𝑏𝑡+1 − 𝑏𝑡 − 𝑟𝑏𝑡

Π𝑡 = 𝐹 𝑘𝑡 , 𝑛𝑡 − 𝑤𝑡𝑛𝑡 − 𝑘𝑡+1 + 𝑘𝑡 − 𝛿𝑘𝑡 + 𝑏𝑡+1 − 𝑏𝑡 − 𝑟𝑏𝑡

Π𝑡
= 𝐹 𝑘𝑡 , 𝑛𝑡 − 𝑤𝑡𝑛𝑡 − 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 𝑘𝑡 + 𝑏𝑡+1 − 1 + 𝑟 𝑏𝑡 2.11



Maximização do Lucro
n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha k inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha b inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha

base , m a. x com , limite inferior abre chave n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha,k inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha,b inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha , fecha chave , de , cursivo maiúscula P inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de , abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos s fim de superior à linha , abre chave maiúscula F abre segundo parêntese k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha,n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese menos w inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha menos k inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha mais b inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha menos abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese , b inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fecha chave , fim de soma , , , , , , , , , , abre parêntese 2.12 , fecha parêntese

numerador , parcial cursivo maiúscula P inferior à linha t fim de numerador , superior a denominador , parcial n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos s fim de superior à linha , abre chave maiúscula F inferior à linha , n ,t mais s fim de inferior à linha menos w inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fecha chave é igual a 0,, , s é maior que ou igual a 0 , , , , , abre parêntese 2.13 , fecha parêntese

A firma escolhe 𝑛𝑡+𝑠, 𝑘𝑡+𝑠+1 e 𝑏𝑡+𝑠+1 para maximizar:

𝑚𝑎𝑥
𝑛𝑡+𝑠,𝑘𝑡+𝑠+1,𝑏𝑡+𝑠+1

𝒫𝑡 = ෍

𝑠=0

∞

1 + 𝑟 −𝑠ሼ

ሽ

𝐹 𝑘𝑡+𝑠, 𝑛𝑡+𝑠 − 𝑤𝑡+𝑠𝑛𝑡+𝑠

− 𝑘𝑡+𝑠+1 + 1 − 𝛿 𝑘𝑡+𝑠 + 𝑏𝑡+𝑠+1 − 1 + 𝑟 𝑏𝑡+𝑠  2.12

Condições de Primeira Ordem (CPO):

𝜕𝒫𝑡

𝜕𝑛𝑡+𝑠
= 1 + 𝑟 −𝑠 𝐹𝑛,𝑡+𝑠 − 𝑤𝑡+𝑠 = 0, 𝑠 ≥ 0 2.13



Maximização do Lucro
numerador , parcial cursivo maiúscula P inferior à linha t fim de numerador , superior a denominador , parcial k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos s fim de superior à linha , abre chave maiúscula F inferior à linha , k ,t mais s fim de inferior à linha mais 1 menos Delta fecha chave menos abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos abre parêntese s menos 1 , fecha parêntese , fim de superior à linha é igual a 0,, , s é maior que 0,, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.14 , fecha parêntese

numerador , parcial cursivo maiúscula P inferior à linha t fim de numerador , superior a denominador , parcial b inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos s fim de superior à linha , abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese menos abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos abre parêntese s menos 1 , fecha parêntese , fim de superior à linha é igual a 0,, , , , s é maior que 0 , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.15 , fecha parêntese

𝜕𝒫𝑡

𝜕𝑘𝑡+𝑠
= 1 + 𝑟 −𝑠 𝐹𝑘,𝑡+𝑠 + 1 − 𝛿 − 1 + 𝑟 − 𝑠−1 = 0,

𝑠 > 0,  2.14

𝜕𝒫𝑡

𝜕𝑏𝑡+𝑠
= 1 + 𝑟 −𝑠 1 + 𝑟 − 1 + 𝑟 − 𝑠−1 = 0,

 𝑠 > 0 2.15



Maximização do Lucro
b inferior à linha t

 A equação da terceira CPO é independente de 𝑏𝑡. 

 Isso significa que qualquer nível de dívida é consistente 
com a maximização do lucro, de modo que a empresa pode 
escolher financiamento por dívida ou lucros retidos para 
financiar novos investimentos. 



Maximização do Lucro

maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha é igual a w inferior à linha t , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.16 , fecha parêntese

maiúscula F inferior à linha , k ,t mais 1 fim de inferior à linha é igual a r mais Delta , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.17 , fecha parêntese

 A primeira CPO fornece a equação de demanda por 
trabalho, que é dada por:

𝐹𝑛,𝑡 = 𝑤𝑡 2.16

Em que, dado certo estoque de capital, o produto marginal 
do trabalho é igual ao salário real.

 A segunda CPO fornece a equação de demanda por 
capital, que é dada por:

𝐹𝑘,𝑡+1 = 𝑟 + 𝛿 2.17

Como isso muda na presente de custos de ajustamento?



Capital e Investimento

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a maiúscula F inferior à linha k elevado a abre parêntese menos 1 fecha parêntese , abre parêntese r mais Delta , fecha parêntese

i. inferior à linha t é igual a maiúscula F inferior à linha k elevado a abre parêntese menos 1 fecha parêntese , abre parêntese r mais Delta , fecha parêntese menos abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t

maiúscula F inferior à linha k k é menor que 0

abre parêntese r , fecha parêntese

maiúscula F inferior à linha k , abre parêntese k ,n , fecha parêntese é igual a teta mais Delta

Para um dado nível de insumo trabalho, tem-se que:

𝑘𝑡+1 = 𝐹𝑘
−1 𝑟 + 𝛿

O investimento bruto é dado por:

𝑖𝑡 = 𝐹𝑘
−1 𝑟 + 𝛿 − 1 − 𝛿 𝑘𝑡

 Uma vez que 𝐹𝑘𝑘 < 0, obtém-se o resultado keynesiano de 
que o investimento é uma função decrescente da taxa de 
juros.

 Um choque tecnológico permanente eleva os níveis ótimos 
de estoque de capital e de investimento.

 No curto prazo, a produtividade marginal do capital 
depende do custo de financiamento 𝑟 .

 No estado estacionário (equilíbrio geral): 𝐹𝑘 𝑘, 𝑛 = 𝜃 + 𝛿



Demanda por trabalho

n inferior à linha t

h inferior à linha t

Deve-se trabalhar agora na presença de custos de 
ajustamento do fator trabalho. Até o momento, trabalhava-
se com as horas de trabalho por trabalhador. Contudo, 
pode-se ter mudanças tanto na quantidade de horas 
trabalhadas, quanto no número de trabalhadores.

 As famílias escolhem se querem ou não participar da força 
de trabalho, número total de trabalhadores: 𝑛𝑡

 As empresas decidem o número de horas de trabalho de 
cada trabalhador: ℎ𝑡



Demanda por trabalho
maiúscula W abre parêntese h inferior à linha t , , fecha parêntese maiúscula W plica é maior que ou igual a 0

maiúscula W plica plica é maior que ou igual a 0

1 meio lambda abre parêntese maiúscula Delta n inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese ao quadrado,, lambda é maior que 0

 Salário por trabalhador é dado por: 𝑊 ℎ𝑡 , com 𝑊′ ≥ 0 e 
𝑊′′ ≥ 0.

 Mudanças no número de trabalhadores envolvem custos 
de ajustamento para as firmas:

1

2
𝜆 Δ𝑛𝑡+1

2, 𝜆 > 0



Demanda por trabalho

y inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese n inferior à linha t ,h inferior à linha t , , fecha parêntese

n inferior à linha t é igual a v inferior à linha t menos q inferior à linha t mais n inferior à linha , t menos 1 fim de inferior à linha , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.18 , fecha parêntese

v inferior à linha t q inferior à linha t

 Deve-se introduzir custos para contratação e demissão de 
empregados.

 Considere que a produção é abstrata em relação ao 
capital: 𝑦𝑡 = 𝐹 𝑛𝑡 , ℎ𝑡

 A lei de movimento na força de trabalho é dada por:

𝑛𝑡 = 𝑣𝑡 − 𝑞𝑡 + 𝑛𝑡−1 2.18

Onde 𝑣𝑡  são as contratações, e 𝑞𝑡 são as demissões.



Demanda por trabalho
início de equações t

maiúscula Pi inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese n inferior à linha t ,h inferior à linha t , , fecha parêntese menos maiúscula W inferior à linha t , abre parêntese h inferior à linha t , , fecha parêntese , n inferior à linha t menos 1 meio lambda abre parêntese maiúscula Delta n inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese ao quadrado , , , , , , , , abre parêntese 2.19 , fecha parêntese

n inferior à linha t h inferior à linha t

cursivo maiúscula P inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de , abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos s fim de superior à linha , abre chave maiúscula F abre segundo parêntese n inferior à linha t ,h inferior à linha t , , fecha segundo parêntese menos maiúscula W abre segundo parêntese h inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , n inferior à linha t menos 1 meio lambda abre parêntese maiúscula Delta n inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese ao quadrado , fecha chave , fim de soma

Os lucros das empresas, em cada período 𝑡, são dados por:

Π𝑡 = 𝐹 𝑛𝑡 , ℎ𝑡 − 𝑊𝑡 ℎ𝑡 𝑛𝑡 −
1

2
𝜆 Δ𝑛𝑡+1

2 2.19

A firma escolhe 𝑛𝑡 e ℎ𝑡  para maximizar:

𝒫𝑡 = ෍

𝑠=0

∞

1 + 𝑟 −𝑠 𝐹 𝑛𝑡, ℎ𝑡 − 𝑊 ℎ𝑡 𝑛𝑡 −
1

2
𝜆 Δ𝑛𝑡+1

2



Demanda por trabalho

numerador , parcial cursivo maiúscula P inferior à linha t fim de numerador , superior a denominador , parcial n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos s fim de superior à linha , abre parêntese maiúscula F inferior à linha , n ,t mais s fim de inferior à linha menos maiúscula W inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha mais lambda maiúscula Delta n inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos abre parêntese s menos 1 , fecha parêntese , fim de superior à linha , lambda maiúscula Delta n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha é igual a 0 , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.20 , fecha parêntese

numerador , parcial cursivo maiúscula P inferior à linha t fim de numerador , superior a denominador , parcial h inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , menos s fim de superior à linha , abre parêntese maiúscula F inferior à linha , h ,t mais s fim de inferior à linha menos maiúscula W inferior à linha abre parêntese t mais s fecha parêntese elevado a plica , n inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a 0 , , , , , , , abre parêntese 2.21 , fecha parêntese

Condições de Primeira Ordem (CPO):

𝜕𝒫𝑡

𝜕𝑛𝑡+𝑠
= 1 + 𝑟 −𝑠 𝐹𝑛,𝑡+𝑠 − 𝑊𝑡+𝑠 + 𝜆Δ𝑛𝑡+𝑠+1

+ 1 + 𝑟 − 𝑠−1 𝜆Δ𝑛𝑡+𝑠 = 0 2.20

𝜕𝒫𝑡

𝜕ℎ𝑡+𝑠
= 1 + 𝑟 −𝑠 𝐹ℎ,𝑡+𝑠 − 𝑊𝑡+𝑠

′ 𝑛𝑡+𝑠 = 0 2.21



Demanda por trabalho

maiúscula F inferior à linha , h ,t fim de inferior à linha superior a n inferior à linha t , é igual a maiúscula W inferior à linha t elevado a plica , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.22 , fecha parêntese

abre parêntese n inferior à linha t , , fecha parêntese

Da equação (2.21), tem-se que:

𝐹ℎ,𝑡

𝑛𝑡
= 𝑊𝑡

′ 2.22

Ou seja, o produto marginal do trabalhador (lado esquerdo) 
é igual ao salário marginal (lado direito).

O produto marginal da hora de trabalho por trabalhador é 
igual à taxa horária marginal. Dado o número de 
trabalhadores 𝑛𝑡 , o resultado fornece o número de horas 
por trabalhador.



Dinâmica do emprego

maiúscula Delta n inferior à linha t é igual a 1 superior a denominador , 1 mais r fim de denominador , , maiúscula Delta n inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais 1 superior a lambda abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese , , abre parêntese maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha menos maiúscula W inferior à linha t , , fecha parêntese , , , , , abre parêntese 2.23 , fecha parêntese

abre parêntese maiúscula Delta n inferior à linha t é igual a maiúscula Delta n inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a 0 , fecha parêntese

abre parêntese maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha é igual a maiúscula W inferior à linha t , , fecha parêntese

Da equação (2.20), tem-se que:

Δ𝑛𝑡 =
1

1 + 𝑟
Δ𝑛𝑡+1 +

1

𝜆 1 + 𝑟
𝐹𝑛,𝑡 − 𝑊𝑡  2.23

A qual, em equilíbrio Δ𝑛𝑡 = Δ𝑛𝑡+1 = 0 , resulta na mesma 
condição que o modelo sem custo de ajustamentos

𝐹𝑛,𝑡 = 𝑊𝑡 .



Dinâmica do emprego

n inferior à linha t é igual a 1 superior a denominador , 2 mais r fim de denominador , , n inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais numerador , 1 mais r fim de numerador , superior a denominador , 2 mais r fim de denominador , , n inferior à linha , t menos 1 fim de inferior à linha mais 1 superior a lambda abre parêntese 2 mais r , fecha parêntese , , abre parêntese maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha menos maiúscula W inferior à linha t , , fecha parêntese , , , , , abre parêntese 2.24 , fecha parêntese

Pode-se reescrever a equação anterior em níveis de 
emprego:

𝑛𝑡 =
1

2 + 𝑟
𝑛𝑡+1 +

1 + 𝑟

2 + 𝑟
𝑛𝑡−1 +

1

𝜆 2 + 𝑟
𝐹𝑛,𝑡 − 𝑊𝑡  2.24



2.3 Equilíbrio Geral



Mercados e Agentes

 Famílias e empresas se encontram em três mercados:
► Mercado de bens e serviços: determinam o Produto 
Interno Bruto (PIB), o consumo das famílias e o investimento 
das firmas.
► Mercado de trabalho: determina o número de 
trabalhadores e as horas trabalhadas.
► Mercado financeiro: (coordenam a alocação da poupança 
em ativos financeiros – ações e títulos). 



Restrições: famílias e empresas

y inferior à linha t é igual a c inferior à linha t mais i. inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.25 , fecha parêntese

maiúscula Delta a. inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais c inferior à linha t é igual a w inferior à linha t , n inferior à linha t mais x inferior à linha t mais r inferior à linha t , a. inferior à linha t , , , , , , , , abre parêntese 2.26 , fecha parêntese

maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a i. inferior à linha t menos Delta k inferior à linha t , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.27 , fecha parêntese

Da contabilidade nacional, sabe-se que:

𝑦𝑡 = 𝑐𝑡 + 𝑖𝑡 = 𝐹 𝑘𝑡 , 𝑛𝑡  2.25

A restrição das famílias é dada por:

Δ𝑎𝑡+1 + 𝑐𝑡 = 𝑤𝑡𝑛𝑡 + 𝑥𝑡 + 𝑟𝑡𝑎𝑡 2.26

A lei de movimento do capital é dada por:

Δ𝑘𝑡+1 = 𝑖𝑡 − 𝛿𝑘𝑡 2.27



Restrições: famílias e empresas

x inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese menos w inferior à linha t , n inferior à linha t menos maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos Delta k inferior à linha t mais maiúscula Delta a. inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos r a. inferior à linha t , , , , abre parêntese 2.28 , fecha parêntese

maiúscula Pi inferior à linha t é igual a y inferior à linha t menos w inferior à linha t , n inferior à linha t menos i. inferior à linha t mais maiúscula Delta b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos r b inferior à linha t , , , , , , , , , abre parêntese 2.29 , fecha parêntese

x inferior à linha t menos maiúscula Pi inferior à linha t é igual a maiúscula Delta abre parêntese a. inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese menos r abre parêntese a. inferior à linha t menos b inferior à linha t , , fecha parêntese , , , , , abre parêntese 2.30 , fecha parêntese

abre parêntese a. , fecha parêntese

abre parêntese b , fecha parêntese x inferior à linha t é igual a maiúscula Pi inferior à linha t

Ao combinar as três equações anteriores, tem-se que:

𝑥𝑡 = 𝐹 𝑘𝑡 , 𝑛𝑡 − 𝑤𝑡𝑛𝑡 − Δ𝑘𝑡+1 − 𝛿𝑘𝑡 + Δ𝑎𝑡+1 − 𝑟𝑎𝑡 2.28

Dado que:

Π𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑤𝑡𝑛𝑡 − 𝑖𝑡 + Δ𝑏𝑡+1 − 𝑟𝑏𝑡 2.29

Tem-se que:

𝑥𝑡 − Π𝑡 = Δ 𝑎𝑡+1 − 𝑏𝑡+1 − 𝑟 𝑎𝑡 − 𝑏𝑡  2.30

E como os ativos das famílias 𝑎  são iguais às dívidas das 
empresas 𝑏 , tem-se que 𝑥𝑡 = Π𝑡.



Restrições: famílias e empresas
maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha é igual a w inferior à linha t maiúscula F inferior à linha , k ,t fim de inferior à linha é igual a r mais Delta

maiúscula Pi inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese menos maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha , n inferior à linha t menos maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos abre parêntese maiúscula F inferior à linha , k ,t mais 1 fim de inferior à linha menos r , fecha parêntese , k inferior à linha t mais maiúscula Delta b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos r b inferior à linha t

maiúscula Pi inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese menos maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha , n inferior à linha t menos maiúscula F inferior à linha , k ,t mais 1 fim de inferior à linha menos maiúscula Delta abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais r abre parêntese k inferior à linha t menos b inferior à linha t , , fecha parêntese , , , , abre parêntese 2.31 , fecha parêntese

Como 𝐹𝑛,𝑡 = 𝑤𝑡  e 𝐹𝑘,𝑡 = 𝑟 + 𝛿 , pode-se reescrever a 
equação de lucro da seguinte forma:

Π𝑡 = 𝐹 𝑘𝑡 , 𝑛𝑡 − 𝐹𝑛,𝑡𝑛𝑡 − Δ𝑘𝑡+1 − 𝐹𝑘,𝑡+1 − 𝑟 𝑘𝑡 + Δ𝑏𝑡+1 − 𝑟𝑏𝑡

Π𝑡 = 𝐹 𝑘𝑡, 𝑛𝑡 − 𝐹𝑛,𝑡𝑛𝑡 − 𝐹𝑘,𝑡+1 − Δ 𝑘𝑡+1 − 𝑏𝑡+1 + 𝑟 𝑘𝑡 − 𝑏𝑡  2.31



Restrições: famílias e empresas

maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,n inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha , n inferior à linha t mais maiúscula F inferior à linha , k ,t fim de inferior à linha , k inferior à linha t , , , , , , , abre parêntese 2.32 , fecha parêntese

maiúscula Pi inferior à linha t é igual a menos abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese abre parêntese k inferior à linha t menos b inferior à linha t , , fecha parêntese , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.33 , fecha parêntese

abre parêntese k inferior à linha t menos b inferior à linha t , , fecha parêntese

O Teorema de Euler diz que, se a função de produção for 
homogênea de grau 1 (isto é, retornos constantes de 
escala), tem-se que:

𝐹 𝑘𝑡 , 𝑛𝑡 = 𝐹𝑛,𝑡𝑛𝑡 + 𝐹𝑘,𝑡𝑘𝑡 2.32

Pode-se reescrever a equação de lucro como:

Π𝑡 = − 𝑘𝑡+1 − 𝑏𝑡+1 + 1 + 𝑟 𝑘𝑡 − 𝑏𝑡  2.33

Onde 𝑘𝑡 − 𝑏𝑡  pode ser interpretado como o valor líquido 
da empresa.



Restrições: famílias e empresas

k inferior à linha t menos b inferior à linha t é igual a numerador , maiúscula Pi inferior à linha t mais abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos b inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese fim de numerador , superior a denominador , 1 mais r fim de denominador , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.34 , fecha parêntese

k inferior à linha t menos b inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de maiúscula Pi inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a , s mais 1 fim de superior à linha , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.35 , fecha parêntese

base , l i. m com , limite inferior abre parêntese s até a infinito fecha parêntese de , numerador , k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha menos b inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha fim de numerador , superior a abre parêntese 1 mais r , fecha parêntese elevado a s , , é igual a 0 , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.36 , fecha parêntese

A equação anterior pode ser reescrita como:

𝑘𝑡 − 𝑏𝑡 =
Π𝑡 + 𝑘𝑡+1 − 𝑏𝑡+1

1 + 𝑟
 2.34

Ou

𝑘𝑡 − 𝑏𝑡 = ෍

𝑠=0

∞
Π𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠+1
 2.35

Com a seguinte condição de transversalidade:

𝑙𝑖𝑚
𝑠→∞

𝑘𝑡+𝑠 − 𝑏𝑡+𝑠

1 + 𝑟 𝑠
= 0 2.36



Mercado de trabalho

maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha é igual a w inferior à linha t

maiúscula U inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha é igual a menos w inferior à linha t , maiúscula U inferior à linha , c ,t fim de inferior à linha

w inferior à linha t é igual a maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha é igual a menos maiúscula U inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha divisão linear maiúscula U inferior à linha , c ,t fim de inferior à linha

O equilíbrio no mercado de trabalho é dado por:

𝐹𝑛,𝑡 = 𝑤𝑡  (demanda)

𝑈𝑛,𝑡 = −𝑤𝑡𝑈𝑐,𝑡  (oferta)

𝑤𝑡 = 𝐹𝑛,𝑡 = − Τ𝑈𝑛,𝑡 𝑈𝑐,𝑡     (equilíbrio)



Mercado de trabalho

y inferior à linha t é igual a maiúscula A. inferior à linha t , k inferior à linha t elevado a alfa , n inferior à linha t elevado a abre parêntese 1 menos alfa fecha parêntese

maiúscula F inferior à linha , n ,t fim de inferior à linha é igual a abre parêntese 1 menos alfa , fecha parêntese , maiúscula A. inferior à linha t , abre parêntese k inferior à linha t superior a n inferior à linha t , , fecha parêntese elevado a alfa

maiúscula U abre parêntese c inferior à linha t ,l inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a numerador , c inferior à linha t elevado a abre parêntese 1 menos Sigma fecha parêntese menos 1 fim de numerador , superior a denominador , 1 menos Sigma fim de denominador , mais l n abre parêntese 1 menos n inferior à linha t , , fecha parêntese

Deve-se trabalhar com uma Função de Produção Cobb-
Douglas: 𝑦𝑡 = 𝐴𝑡𝑘𝑡

𝛼𝑛𝑡
1−𝛼, em que:

𝐹𝑛,𝑡 = 1 − 𝛼 𝐴𝑡

𝑘𝑡

𝑛𝑡

𝛼

Considere também:

𝑈 𝑐𝑡 , 𝑙𝑡 =
𝑐𝑡

1−𝜎 − 1

1 − 𝜎
+ 𝑙𝑛 1 − 𝑛𝑡

Logo:



Mercado de trabalho

n inferior à linha t elevado a d é igual a abre colchete w inferior à linha t superior a denominador , abre parêntese 1 menos alfa , fecha parêntese , maiúscula A. inferior à linha t , fim de denominador , fecha colchete elevado a , menos alfa fim de superior à linha , k inferior à linha t

n inferior à linha t elevado a s é igual a 1 menos numerador , c inferior à linha t elevado a Sigma fim de numerador , superior a w inferior à linha t

n inferior à linha t é igual a abre colchete w inferior à linha t superior a denominador , abre parêntese 1 menos alfa , fecha parêntese , maiúscula A. inferior à linha t , fim de denominador , fecha colchete elevado a , menos alfa fim de superior à linha , k inferior à linha t é igual a 1 menos numerador , c inferior à linha t elevado a Sigma fim de numerador , superior a w inferior à linha t

Demanda:

𝑛𝑡
𝑑 =

𝑤𝑡

1−𝛼 𝐴𝑡

−𝛼
𝑘𝑡  

Oferta:

𝑛𝑡
𝑠 = 1 −

𝑐𝑡
𝜎

𝑤𝑡

Equilíbrio

𝑛𝑡 =
𝑤𝑡

1 − 𝛼 𝐴𝑡

−𝛼

𝑘𝑡 = 1 −
𝑐𝑡

𝜎

𝑤𝑡



Mercado de trabalho

y inferior à linha t elevado a d é igual a c inferior à linha t mais i. inferior à linha t

y inferior à linha t elevado a d é igual a c inferior à linha t mais abre colchete numerador , alfa maiúscula A. inferior à linha t fim de numerador , superior a denominador , r mais Delta fim de denominador , fecha colchete elevado a , 1 superior a denominador , abre parêntese 1 menos alfa , fecha parêntese , fim de denominador , fim de superior à linha , n inferior à linha t menos abre parêntese 1 menos r menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t

No mercado de bens e serviços, tem-se que:

𝑦𝑡
𝑑 = 𝑐𝑡 + 𝑖𝑡  (demanda)

E com as definições sobre a dinâmica do capital e da função 
de produção, pode-se reescrever a equação acima da 
seguinte forma.

Demanda:

𝑦𝑡
𝑑 = 𝑐𝑡 +

𝛼𝐴𝑡

𝑟 + 𝛿

1
1−𝛼

𝑛𝑡 − 1 − 𝑟 − 𝛿 𝑘𝑡



Mercado de trabalho

y inferior à linha t elevado a s é igual a maiúscula A. inferior à linha t , k inferior à linha t elevado a alfa , n inferior à linha t elevado a abre parêntese 1 menos alfa fecha parêntese

y inferior à linha t elevado a s é igual a y inferior à linha t elevado a d

maiúscula A. inferior à linha t , k inferior à linha t elevado a alfa , n inferior à linha t elevado a abre parêntese 1 menos alfa fecha parêntese é igual a c inferior à linha t mais abre colchete numerador , alfa maiúscula A. inferior à linha t fim de numerador , superior a denominador , r mais Delta fim de denominador , fecha colchete elevado a , 1 superior a denominador , abre parêntese 1 menos alfa , fecha parêntese , fim de denominador , fim de superior à linha , n inferior à linha t menos abre parêntese 1 menos r menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t

Oferta:

𝑦𝑡
𝑠 = 𝐴𝑡𝑘𝑡

𝛼𝑛𝑡
1−𝛼

No equilíbrio, tem-se que:

𝑦𝑡
𝑠 = 𝑦𝑡

𝑑

𝐴𝑡𝑘𝑡
𝛼𝑛𝑡

1−𝛼 = 𝑐𝑡 +
𝛼𝐴𝑡

𝑟 + 𝛿

1
1−𝛼

𝑛𝑡 − 1 − 𝑟 − 𝛿 𝑘𝑡
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  t ≥ 0


  t ≥ 0


   w t


   (  R t )


   (  r t )


   ( t )


      m a x ⏟   {  c  t + s ,  a  t + s }  V t =   ∑  s = 0 ∞   𝛽 s U  (  c  t + s )                                              ( 1 . 1 )


      Δ  a  t + 1 +  c t ⏟  d e s t i n o   d o s   r e c u r s o s =      x t +  r t  a t ⏟  r e n d a                                                                  ( 1 . 2 )


  𝛽 =  1 /   ( 1 + 𝜃 )


   U t ′ > 0


   U t  ′ ′ < 0


  0 < 𝛽 < 1


   a t


  t


   r t


   x t


  t


   {  c t ,  a  t + 1 }


   a t


  t + 1


   {  c  t + 1 ,  a  t + 2 }


   {  c t ,  c  t + 1 ,  c  t + 2 , … }


  ℒ =   ∑  s = 0 ∞   {  𝛽 s U  (  c  t + s ) +  𝜆  t + s  [  x  t + s +  ( 1 +  r  t + s )  a  t + s −  c  t + s −  a  t + s + 1 ] }          ( 1 . 3 )


    𝜕 ℒ  𝜕  c  t + s =  𝛽 s U  (  c  t + s ) −  𝜆  t + s = 0 ,       s ≥ 0                              ( 1 . 4 )


    𝜕 ℒ  𝜕  a  t + s =  𝜆  t + s  ( 1 +  r  t + s ) −  𝜆  t + s − 1 = 0 ,     s ≥ 1          ( 1 . 5 )


  s = 1


    𝛽 U ′  (  c  t + 1 )  U ′  (  c t )  ( 1 +  r  t + 1 ) = 1                              ( 1 . 6 )


   V t = U  (  c t ) + 𝛽 U  (  c  t + 1 )                                                                                  ( 1 . 7 )


  0 = d  V t = d  U t + 𝛽 d  U  t + 1 =  U ′  (  c t ) d  c t + 𝛽  U ′  (  c  t + 1 ) d  c  t + 1                                                  ( 1 . 8 )


   U ′  (  c t ) d  c t + 𝛽  U ′  (  c  t + 1 ) d  c  t + 1 = 0


  𝛽  U ′  (  c  t + 1 ) d  c  t + 1 = −  U ′  (  c t ) d  c t


  d  c  t + 1 = −    U ′  (  c t )  𝛽  U ′  (  c  t + 1 ) d  c t                                                                      ( 1 . 9 )


    𝛽 U ′  (  c  t + 1 )  U ′  (  c t )  ( 1 +  r  t + 1 ) = 1   ⇔   U ′  (  c t )  𝛽 U ′  (  c  t + 1 ) =  ( 1 +  r  t + 1 )


  d  c  t + 1 = −  ( 1 +  r  t + 1 ) d  c t ⇔ −   d  c  t + 1  d  c t = 1 +  r  t + 1            ( 1 . 10 )


  ↓  ( d  c  t + 1 ) = −  ( 1 +  r  t + 1 ) ↑  ( d  c t )


  ↑  ( d  c  t + 1 ) = −  ( 1 +  r  t + 1 ) ↓  ( d  c t )


  M a x  C t ,    C  t + 1 = 0


   C t = 0 ,   M a x  C  t + 1


   ( r )


   c t


   c  t + 1 = 0


   c  t + 1


   c t = 0


       m a x ⁡   c t =  x t +    x  t + 1  1 + r +  ( 1 + r )  a t     m a x ⁡   c  t + 1 =  ( 1 + r )  x t +  x  t + 1 +    ( 1 + r )  2  a t                      ( 1 . 11 )


  t


  t + 1


  t + 2


    t : a  t + 1 +  c t =  x t +  ( 1 +  r t )  a t                                                                                ( 1 . 12 )


    t + 1 : a  t + 2 +  c  t + 1 =  x  t + 1 +  ( 1 +  r  t + 1 )  a  t + 1                              ( 1 . 13 )


    t + 2 : a  t + 3 +  c  t + 2 =  x  t + 2 +  ( 1 +  r  t + 2 )  a  t + 2                              ( 1 . 14 )


   a  t + 2 +  c  t + 1 +  ( 1 +  r  t + 1 )  c t =  x  t + 1 +  ( 1 +  r  t + 1 )  x t +  ( 1 +  r  t + 1 )  ( 1 +  r t )  a t                    ( 1 . 15 )


   ( 1 +  r  t + 1 ) ,


     a  t + 2  1 +  r  t + 1 +    c  t + 1  1 +  r  t + 1 +  c t =    x  t + 1  1 +  r  t + 1 +  x t +  ( 1 +  r t )  a t      ( 1 . 16 )


   ( 1 +  r  t + 2 ) ,


     a  t + 3  1 +  r  t + 2 +    c  t + 2  1 +  r  t + 2 =    x  t + 2  1 +  r  t + 2 +  a  t + 2      ( 1 . 17 )


     a  t + 3   ( 1 +  r  t + 2 )  ( 1 +  r  t + 1 ) +    c  t + 2   ( 1 +  r  t + 2 )  ( 1 +  r  t + 1 ) +    c  t + 1   ( 1 +  r  t + 1 ) +  c t =    x  t + 2   ( 1 +  r  t + 2 )  ( 1 +  r  t + 1 ) +    x  t + 1   ( 1 +  r  t + 1 ) +  x t +  ( 1 +  r t )  a t              ( 1 . 18 )


   {  a  t + 3 ,    a  t + 4 ,   … }


   W t =    a  t + n    ∏  s = 1  n − 1   ( 1 +  r  t + s ) +   ∑  s = 1  n − 1     c  t + s    ∏  s = 1  n − 1   ( 1 +  r  t + s ) +  c t    ( 1 . 19 a )


   W t =   ∑  s = 1  n − 1     x  t + s    ∏  s = 1  n − 1   ( 1 +  r  t + s ) +  x t +  ( 1 +  r t )  a t              ( 1 . 19 b )  


  𝒏 − 𝟏


   ( r )


  n → ∞


     ( 1 + r )  n − 1


   a  t + n


   W t =   ∑  s = 0  n − 1     c  t + s     ( 1 + r ) s =   ∑  s = 0  n − 1     x  t + s     ( 1 + r ) s +  ( 1 +  r t )  a t            ( 1 . 20 )


   W t


      l i m  n → ∞ ⁡   𝛽 n  a  t + n  U ′  (  c  t + n ) = 0                                            ( 1 . 21 )


   (  a t < 0 )


   U ′  (  c  t + n ) > 0


      l i m  n → ∞ ⁡   𝛽 n  a  t + n                                                                                                ( 1 . 22 )


   𝛽 n =  1    ∏  s = 1  n − 1   ( 1 +  r  t + s )                                                            ( 1 . 23 )


      l i m  n → ∞ ⁡     a  t + n    ∏  s = 1  n − 1   ( 1 +  r  t + s ) ≥ 0                            ( 1 . 24 )


    ∏  s = 1  n − 1   ( 1 +  r  t + s )


     a  t + n /    ∏  s = 1  n − 1   ( 1 +  r  t + s )


   a  t + n


   U ′  (  c  t + 1 )


   c t


     U ′  (  c  t + 1 )   U ′  (  c t ) ≅    U ′  (  c t ) +  U  ′ ′  (  c t )  (  c  t + 1 −  c t )   U ′  (  c t ) = 1 +    U  ′ ′  (  c t )   U ′  (  c t ) ∆  c  t + 1 = 1 − 𝜎  (   Δ  c  t + 1   c t )                        ( 1 . 25 )


  𝜎 = −   c U ′ ′ / U


    Δ  c  t + 1   c t =  1 𝜎  [ 1 −  1  𝛽  ( 1 +  r  t + 1 ) ]


  ⇒   Δ  c  t + 1   c t =    r  t + 1 − 𝜃  𝜎  ( 1 +  r  t + 1 )                        ( 1 . 26 )


   r  t + 1 = 𝜃 ⇒   Δ  c  t + 1 /   c t = 0


   r  t + 1 > 𝜃 ⇒   Δ  c  t + 1 /   c t > 0


   r  t + 1 < 𝜃 ⇒   Δ  c  t + 1 /   c t < 0


   r t = r = 𝜃


   c  t + s


   c r


   W t =   ∑  s = 0 ∞     c  t + s     ( 1 + r ) s =   1 + r r  c t =   ∑  s = 0 ∞     x  t + s     ( 1 + r ) s +  ( 1 + r )  a t          ( 1 . 27 )


   c t =  r  1 + r  W t = r   ∑  s = 0 ∞     x  t + s     ( 1 + r )  s + 1 +   r a t        ( 1 . 28 )


   x t


   c t =  x t + r  a t                                            ( 1 . 29 )


   (  a t > 0 )


   (  a t < 0 )


  P M g C = 1


   c t =  r  1 + r  x t +  r     ( 1 + r ) 2  x  t + 1 + … + r  a t


  t


   r /   ( 1 + r )


   ( 1 . 19 b )


   W t =   ∑  s = 1  n − 1     x  t + s    ∏  s = 1  n − 1   ( 1 +  r  t + s ) +  x t +  ( 1 +  r t )  a t


  t


   (  a t > 0 )


   (  a t < 0 )


  P M g C =  r   ( 1 + r )


    Δ  c  t + 1   c t =  1 𝜎  [ 1 −  1  𝛽  ( 1 +  r  t + 1 ) ]


  ⇒   Δ  c  t + 1   c t =    r  t + 1 − 𝜃  𝜎  ( 1 +  r  t + 1 )                        ( 1 . 26 )


   c t =  r  1 + r  W t = r   ∑  s = 0 ∞     x  t + s     ( 1 + r )  s + 1 +   r a t        ( 1 . 28 )


   r  t + 1 = 𝜃


   c  t + 1 =  c t


   c t


   c  t + 1 =  c t +  e  t + 1


   e  t + 1  


   E t  (  e  t + 1 ) = 0


   E t  (  c  t + 1 ) =  c t


   s t =  x t + r  a t −  c t


   ( r  a t −  c t )


   s t =  x t − r   ∑  s = 0 ∞     x  t + s     ( 1 + r )  s + 1 = −  (  r  1 + r )   ∑  s = 1 ∞     x  t + s −  x t     ( 1 + r ) s = −   ∑  s = 1 ∞      Δ x  t + s     ( 1 + r )  s + 1


  U  (  c t ,  l t ) = U  (  c t , 1 −  n t )


   U c > 0 ,    U n < 0 ,    U  c c ≤ 0 ,    U  n n ≤ 0


   U  n , t = −  U l


      ∆  a  t + 1 +  c t ⏟     d e s t i n o   d o s   r e c u r s o s =      w t  n t +  x t +  r t  a t ⏟  r e n d a                  ( 2 . 1 )


   x t


   w t


   r t


  ℒ =   ∑  s = 0 ∞   {  𝛽 s U  (  c  t + s , 1 −  n  t + s ) +  𝜆  t + s  [  w t  n t +  x t +  ( 1 +  r  t + s )  a  t + s −  c  t + s −  a  t + s + 1 ] }  ( 2 . 2 )


    𝜕 ℒ  𝜕  c  t + s =  𝛽 s  U  c , t + s −  𝜆  t + s = 0 ,       s ≥ 0                              ( 2 . 3 )


    𝜕 ℒ  𝜕  n  t + s = −  𝛽 s  U  l , t + s +  𝜆  t + s  w  t + s = 0 ,     s ≥ 0        ( 2 . 4 )


    𝜕 ℒ  𝜕  a  t + s =  𝜆  t + s  ( 1 +  r  t + s ) −  𝜆  t + s − 1 = 0 ,     s > 0        ( 2 . 5 )


     U  l , t   U  c , t =  w t                                  ( 2 . 6 )


    𝛽  U  c , t + 1   U  c , t  ( 1 +  r  t + s ) = 1                ( 2 . 7 )


   c t =  (  r  1 + r )  W t = r   ∑  s = 0 ∞   [    w  t + s  n  t + s     ( 1 + r )  s + 1 +    x  t + s     ( 1 + r )  s + 1 ] + r  a t                      ( 2 . 8 )


   W t =   ∑  s = 0 ∞   [    w  t + s  n  t + s     ( 1 + r ) s +    x  t + s     ( 1 + r ) s ] +  ( 1 + r )  a t


   c t


   n t


   a t


  U  (  c t ,  l t ) =  [    (  c t  1 − 𝜎 − 1 )   ( 1 − 𝜎 ) ] + l n  (  l t )


   l t = 1 −  n t


     c t 𝛼  1 −  n t =  w t


   n t = 1 −    c t 𝜎   w t                  ( 2 . 8 )


  t


   ( ↑  w t )


   (   ↑ c t )


  P M g C =  r  1 + r


  P M g C =  r  1 + r


  ↑  w t ⇒ ↑  n t


  ↑  c t ⇒ ↓  n t


   n t


   (  y t )


   (  k t )


   (  n t )


   (  b t )


   y t = F  (  k t ,  n t )


   k  t + 1 =  i t +  ( 1 − 𝛿 )  k t


   𝒫 t =   ∑  s = 0 ∞     ( 1 + r )  − s  Π  t + s                                                  ( 2 . 9 )


  r


   Π t =  y t −  w t  n t −  i t + Δ  b  t + 1 − r  b t              ( 2 . 10 )


   y t = F  (  k t ,  n t )


  Δ  k  t + 1 =  i t − 𝛿  k t


   Π t =  y t −  w t  n t −  i t + Δ  b  t + 1 − r  b t  


   Π t = F  (  k t ,  n t ) −  w t  n t −      ( Δ  k  t + 1 + 𝛿  k t ) ⏟   i t +      (  b  t + 1 −  b t ) ⏟  Δ  b  t + 1 − r  b t


   Π t = F  (  k t ,  n t ) −  w t  n t −      (  k  t + 1 −  k t ) ⏟  Δ  k  t + 1 − 𝛿  k t +  b  t + 1 −  b t − r  b t


   Π t = F  (  k t ,  n t ) −  w t  n t −  k  t + 1 +  k t − 𝛿  k t +  b  t + 1 −  b t − r  b t


   Π t = F  (  k t ,  n t ) −  w t  n t −  k  t + 1 +  ( 1 − 𝛿 )  k t +  b  t + 1 −  ( 1 + r )  b t        ( 2 . 11 )


   n  t + s


   k  t + s + 1


   b  t + s + 1


      m a x   {  n  t + s ,  k  t + s + 1 ,  b  t + s + 1 } ⁡   𝒫 t =   ∑  s = 0 ∞     ( 1 + r )  − s  { F  (  k  t + s ,  n  t + s ) −  w  t + s  n  t + s −  k  t + s + 1 +  ( 1 − 𝛿 )  k  t + s +  b  t + s + 1 −  ( 1 + r )  b  t + s }                  ( 2 . 12 )


    𝜕  𝒫 t  𝜕  n  t + s =    ( 1 + r )  − s  {  F  n , t + s −  w  t + s } = 0 ,     s ≥ 0            ( 2 . 13 )


    𝜕  𝒫 t  𝜕  k  t + s =    ( 1 + r )  − s  {  F  k , t + s + 1 − 𝛿 } −    ( 1 + r )  −  ( s − 1 ) = 0 ,     s > 0 ,                                                        ( 2 . 14 )


    𝜕  𝒫 t  𝜕  b  t + s =    ( 1 + r )  − s  ( 1 + r ) −    ( 1 + r )  −  ( s − 1 ) = 0 ,         s > 0                                                                        ( 2 . 15 )


   b t


   F  n , t =  w t                                                                          ( 2 . 16 )


   F  k , t + 1 = r + 𝛿                                                      ( 2 . 17 )


   k  t + 1 =  F k  − 1  ( r + 𝛿 )


   i t =  F k  − 1  ( r + 𝛿 ) −  ( 1 − 𝛿 )  k t


   F  k k < 0


   ( r )


   F k  ( k , n ) = 𝜃 + 𝛿


   n t


   h t


  W  (  h t )


  W ′ ≥ 0


  W ′ ′ ≥ 0


   1 2 𝜆    ( Δ  n  t + 1 ) 2 ,   𝜆 > 0


   y t = F  (  n t ,  h t )


   n t =  v t −  q t +  n  t − 1                                        ( 2 . 18 )


   v t


   q t


  t


   Π t = F  (  n t ,  h t ) −  W t  (  h t )  n t −  1 2 𝜆    ( Δ  n  t + 1 ) 2                ( 2 . 19 )


   n t


   h t


   𝒫 t =   ∑  s = 0 ∞     ( 1 + r )  − s  { F  (  n t ,  h t ) − W  (  h t )  n t −  1 2 𝜆    ( Δ  n  t + 1 ) 2 }


    𝜕  𝒫 t  𝜕  n  t + s =    ( 1 + r )  − s  (  F  n , t + s −  W  t + s + 𝜆 Δ  n  t + s + 1 ) +    ( 1 + r )  −  ( s − 1 ) 𝜆 Δ  n  t + s = 0                                                      ( 2 . 20 )


    𝜕  𝒫 t  𝜕  h  t + s =    ( 1 + r )  − s  (  F  h , t + s −  W  t + s ′  n  t + s ) = 0                ( 2 . 21 )


     F  h , t   n t =  W t ′                                    ( 2 . 22 )


   (  n t )


  Δ  n t =  1  1 + r Δ  n  t + 1 +  1  𝜆  ( 1 + r )  (  F  n , t −  W t )          ( 2 . 23 )


   ( Δ  n t = Δ  n  t + 1 = 0 )


   (  F  n , t =  W t )


   n t =  1  2 + r  n  t + 1 +   1 + r  2 + r  n  t − 1 +  1  𝜆  ( 2 + r )  (  F  n , t −  W t )          ( 2 . 24 )


   y t =  c t +  i t = F  (  k t ,  n t )                                    ( 2 . 25 )


  Δ  a  t + 1 +  c t =  w t  n t +  x t +  r t  a t                ( 2 . 26 )


  Δ  k  t + 1 =  i t − 𝛿  k t                                                    ( 2 . 27 )


   x t = F  (  k t ,  n t ) −  w t  n t − Δ  k  t + 1 − 𝛿  k t + Δ  a  t + 1 − r  a t        ( 2 . 28 )


   Π t =  y t −  w t  n t −  i t + Δ  b  t + 1 − r  b t                  ( 2 . 29 )


   x t −  Π t = Δ  (  a  t + 1 −  b  t + 1 ) − r  (  a t −  b t )          ( 2 . 30 )


   ( a )


   ( b )


   x t =  Π t


   F  n , t =  w t


   F  k , t = r + 𝛿


   Π t = F  (  k t ,  n t ) −  F  n , t  n t − Δ  k  t + 1 −  (  F  k , t + 1 − r )  k t + Δ  b  t + 1 − r  b t


   Π t = F  (  k t ,  n t ) −  F  n , t  n t −  F  k , t + 1 − Δ  (  k  t + 1 −  b  t + 1 ) + r  (  k t −  b t )        ( 2 . 31 )


  F  (  k t ,  n t ) =  F  n , t  n t +  F  k , t  k t              ( 2 . 32 )


   Π t = −  (  k  t + 1 −  b  t + 1 ) +  ( 1 + r )  (  k t −  b t )                      ( 2 . 33 )


   (  k t −  b t )


   k t −  b t =    Π t +  (  k  t + 1 −  b  t + 1 )  1 + r                                  ( 2 . 34 )


   k t −  b t =   ∑  s = 0 ∞     Π  t + s     ( 1 + r )  s + 1                                          ( 2 . 35 )


      l i m  s → ∞ ⁡     k  t + s −  b  t + s     ( 1 + r ) s = 0                                                            ( 2 . 36 )


   F  n , t =  w t


   U  n , t = −  w t  U  c , t


   w t =  F  n , t = −    U  n , t /   U  c , t


   y t =  A t  k t 𝛼  n t  1 − 𝛼


   F  n , t =  ( 1 − 𝛼 )  A t    (    k t   n t ) 𝛼


  U  (  c t ,  l t ) =    c t  1 − 𝜎 − 1  1 − 𝜎 + l n  ( 1 −  n t )


   n t d =    [    w t   ( 1 − 𝛼 )  A t ]  − 𝛼  k t


   n t s = 1 −    c t 𝜎   w t


   n t =    [    w t   ( 1 − 𝛼 )  A t ]  − 𝛼  k t = 1 −    c t 𝜎   w t


   y t d =  c t +  i t


   y t d =  c t +    [   𝛼  A t  r + 𝛿 ]   1   ( 1 − 𝛼 )  n t −  ( 1 − r − 𝛿 )  k t


   y t s =  A t  k t 𝛼  n t  1 − 𝛼


   y t s =  y t d


   A t  k t 𝛼  n t  1 − 𝛼 =  c t +    [   𝛼  A t  r + 𝛿 ]   1   ( 1 − 𝛼 )  n t −  ( 1 − r − 𝛿 )  k t

