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Hipoteses sobre as familias: Preferéncias

(i) Modelo de Familia (Agente) Representativa(o): existe um continuo
de familias (residéncias, households) idénticas, distribuidas
uniformemente no intervalo [0,1].

(ii) Familias “vivem para sempre” (horizonte infinito). Trata-se de uma
dinastia, em que geracdes estao interconectadas, e existe um
altruismo intergeracional.



Hipoteses sobre as familias: Preferéncias

(iii) Cada familia possui N; membros idénticos (isto €, homogéneos) no
instante t. O tamanho da familia representativa (populacao) cresce a
taxa constante n: (Nt/Nt) =n. Isto €, n é a taxa de crescimento
populacional, que também € a taxa de crescimento do numero de
trabalhadores, sendo constante e exégeno.

N; é a derivada da variavel N no tempo.

Quando se divide N; por N;, obtém-se uma taxa de crescimento
populacional.

> Como ha medida 1 de familias, N, € igual a populagao. Cada
individuo é também um trabalhador, de modo que N; é também igual
ao tamanho da forca de trabalho. Cada membro oferta uma unidade
de trabalho em cada ponto no tempo.

> Cada residente tem um capital inicial, K(0)/H, onde K(0) é a
qguantidade inicial de capital na economia, e H € o numero de familias
(residentes).



Regras de Integracao

A equacao diferencial que descreve o crescimento
exponencial da familia representativa (ou populacao) é:

dL
dt

nlL

Integrando:
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Regras de Integracao

Exponenciando:
L(t) —_ Loent oo LO —_ L(O) —_ 1 o L(t) —_ ent
Regras de integracao:

e In|x|

fadx = ax



Regras de Integracao

f FOOdx = [FGOIEE = F(b) — F(a)

Onde a e b sao constantes



Propriedades de Logaritmos

l (x) Inx — |
nit—j]1=nx —n
; y

E, por definicao:

y=lnhx o e’ =x



Hipoteses sobre as familias: Preferéncias

(iv) Utilidade ao longo a vida é separavel no tempo (utilidade
instantanea).

Funcdo utilidade instantanea de cada membro da familia: u(c;)

Em um dado instante t, o bem-estar da familia representativa sera:

* L
U =f e Pt=S) y(c)—dt (2.1)
S H

Onde: ¢; € o consumo per capita (consumo por trabalhador ou por
membro da familia) no tempo t;

S é o tempo presente (corrente).



Hipoteses sobre as familias: Preferéncias

u(-) é a funcdo utilidade instantanea do consumo per capita da
familia representativa, que fornece a utilidade de cada membro em
um dado periodo t; “fluxo de caixa de utilidades”: soma-se as
utilidades ao longo da vida, mas com a ponderacao de que, quanto
mais proximo do presente esta a familia, maior sera o peso na
utilidade.

L; € o numero total da popula¢ao da economia;

L;/H é o numero de membros (ou trabalhadores) por familia. Logo, a
utilidade da familia aumenta com o consumo por membro com o
numero de membros;

Assume-se H = 1 como uma normalizacao.



Hipoteses sobre as familias: Preferéncias

A hipotese € que os individuos vao querer otimizar a utilidade
como ele € vista no presente (isto €, no tempo t = 0), e para isso
nés trazemos o futuro como sendo a soma das utilidades

atualizados a uma taxa de retorno (p), isto &, a utilidade depende
do consumo hoje e no futuro:

U=U(0)

— U(C(0) + ( ip) u(e) + ( ip)z U(C2)) +
+ <ﬁ)t U(C(®))



Hipoteses sobre as familias: Preferéncias

p é a taxa de desconto social (temporal, subjetiva) ou taxa (grau) de
impaciéncia, p > 0. Essas familias sao “impacientes”, de modo que o
consumo no presente tem mais valor que no consumo futuro: quanto
mais afastado um instante no tempo, menor o valor do consumo. O
termo p é positivo porque os individuos preferem consumir logo do
gue esperar!

1/(1 + p) é o fator de desconto que captura o peso que um individuo
coloca no futuro relativo a hoje.



Hipoteses sobre as familias: Preferéncias

Individuo é impaciente: quanto maior for p, menos o individuo
valoriza o consumo futuro em relagao ao consumo presente. Ou seja,
se o p for alto, o individuo valoriza mais o presente do que o futuro. Se
o individuo é muito impaciente (p muito alto), entao o fator de
desconto 1/(1 + p) é muito baixo e, portanto, o individuo tem menos
preocupacdo com o futuro. Ou, interpretando 1/(1+ p) como a
probabilidade de sobreviver até o proximo periodo, o presente € mais

importante: U ~ U(C(0)).

Individuo é paciente: Quanto menor for p, mais o individuo valoriza o
consumo futuro em relagao ao consumo presente. Se o p for baixo, o
individuo valoriza mais o futuro do que o presente.

Se p=0, entdo 1/(1+ p) =1, de modo que hoje e o futuro tem
igual peso.



Hipoteses sobre as familias: Preferéncias

Utilidade instantanea u(:) é crescente (mais consumo gera mais
utilidade) e concava (na margem, a utilidade vai importando cada vez
menos): u'(c) > 0,u""(c) < 0.

Para evitar solucao de canto, utilidade marginal tende ao infinito
guando o consumo vai para zero:

limu'(c) = o
c—0

Observacao: no tempo discreto, a utilidade ao longo da vida é dada

por:
1+p t

S=t

— trata-se de um fluxo de caixa de utilidade.



Equilibrio Geral




Tecnologia

(i) Produto homogéneo (Y;), gerado com capital (K;) e
trabalho (N;). Nesta economia, o numero de pessoas
(familias) é igual ao numero de trabalhadores.

(ii) Funcao de Producao:

Yt — F(Kt' Nt) (22)

F(K;, N;) satisfaz:

- Retornos constantes de escala

- Condicoes de Inada



Condicoes de Inada

F(K,0)=F(O,N) =0 (se houver solucio de canto, o
produto sera zero!)

Fr >0, Fy> 0

FKK < O, FNN< O

lim Fr, = lim Fy = oo
K—0 k N—-0 N

K—oo N —>o0



Tecnologia

Note que Fp = dF /0K é o produto marginal do capital,
que é decrescente com K (ou seja, ha retornos marginais
decrescentes para cada insumo individualmente).

Produto pode ser usado para consumo (C;) ou
investimento (I;): contas nacionais!

Yt — Ct + It (23)

Bem de consumo pode ser transformado em bem de
Investimento sem custos, e vice-versa.



Tecnologia

Lei do movimento do capital:
Kt — It — 6Kt (24‘)
0 > 0: taxa de depreciacao

O investimento expande o estoque de capital ao longo do
tempo.



Equilibrio Geral




Economia centralizada: planejador central

Planejador Central Benevolente: sao as autoridades que
guerem maximizar o bem-estar dos individuos enquanto
tentam levar a economia ao estado estacionario. O
Planejador considera a seguinte restricao de recursos:

y(t) = c(t) + k(t) + 8k(t)

Onde c € o consumo; y(t) = f(k) é o produto per capita; §
é a taxa de depreciacao; k é o investimento liquido; 0k é a
depreciacdo total; k(t) + 6k(t) é o investimento bruto;

L Ok
ot



Restricao de Recursos

Varidveis em termos per capita: ¢, = C¢/N;, y; = Y;/Ng,
ke = K¢ /Ny

Combinando (2.2), (2.3) e (2.4):
C, + K, + 6K, = F(K;,N,)

Dividindo por N; e usando o fato de que F satisfaz retornos
constantes de escala:



Restricao de Recursos

Ct Kt Kt Kt Nt Kt
+ L4+ 5—=F(—=,—L|=F(-—,1
Ne Ny N Ne N¢ Ny

K
¢, + ﬁt + 8k, = f(k,) (2.5)
t

Em que:

F (% 1) = F(k, 1) = f(ky)



Restricao de Recursos

Das condicbes de Inada, tem-se que f(0) =0, f'(k;) > 0,
f'"(k;) <0, f/(0) =00, f'(0) =0. Além disso, Fy =
f'(k)

Note que:

_de/ND K¢Ny — KN,

= —

' dt ‘ N?
. K, K.N, . K,
‘=N, NN, ‘TN

K
Ny



Restricao de Recursos

Combinando (2.5) e (2.6), tem-se a restricao de recursos
da economia em modelagem no instante t, em termos per
capita:

¢, +k,+ (6 + )k, = f(ky) (2.7)

Note que, quando se ajusta pela populacao, o termo de
depreciacdo passa a ser (6 + n), incorporando a taxa de
crescimento populacional.



Restricao de Recursos

Capital per capita k = K/N se reduz ao longo do tempo (de
maneira exponencial) por duas forcas:

(a) Depreciacao fisica;

(b) Crescimento populacional, que faz com que o estoque de
capital tenha que ser dividido entre um numero cada vez
maior de agentes.

O estoque de capital é a variavel de estado:

- Estoque de capital inicial k; > 0 é dado.



Problema do Planejador Central Benevolente

Problema de Pareto: encontrar a alocacao eficiente de
Pareto.

Escolha é feita de modo centralizado: o planejador conhece
as restricoes da economia, e seleciona as alocacdes que
maximizam o bem-estar dos individuos com base nessa
informacao. Em outras palavras, o planejador central ira
maximizar a utilidade da familia representativa.

(a) Nao ha decisdes de familias e firmas;

(b) Importante: nao ha precos no problema do planejador
central benevolente porque nao existe mercado!

Em resumo: nao ha falhas de mercado, de modo que vale
os Primeiro e Segundo Teoremas do Bem-Estar!




Problema do Planejador Central Benevolente

O planejador escolhe as sequéncias de consumo e capital
gue maximizam o bem-estar da familia representativa, dada
a restricao de recursos (2.7) em cada instante t, e dado o
estoque de capital per capita inicial k.

Problema de sequéncia (isto é, trajetoria otima): seleciona-
se {Ct}teo,0) € tkt}te(o,0) d& modo a maximizar Uy dado
em (2.7) em todo t = 0 e dada a condicao inicial ky > 0.

A meétrica de bem-estar é a utilidade da familia
representatival



Problema do Planejador Central Benevolente

Observe que o planejador central esta sujeito a restricao de
recursos. Nessa economia, cabe ao planejador central tomar
as decisoes, e nao as familias. Logo, o planejador central
“enxerga” a restricao fisica da economia.

Caso houvesse um problema de mercado, as familias até
enxergam a restricao fisica da economia, mas como esta tao
perto delas, isso nao fara diferenca, pois em uma economia
de mercado as familias tomam decisdbes com base em
precos.



Problema do Planejador Central Benevolente

Problema centralizado => n3o existe sistema de precos
porgue nao existe mercado => planejador central esta
sujeito a restricao de recursos (ou restricao fisica da
economia)

Problema descentralizado => existe sistema de precos
porque existe mercado => as familias estao sujeitas a
restricao orcamentaria



Problema do Planejador Central Benevolente
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Problema do Planejador Central Benevolente
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Economia centralizada: planejador central

Resolvendo o problema da perspectiva de t=0.
problema do Planejador social € maximizar:

oo

max U, = f e Ptu(c,)dt
s=0
Sujeito a:
k. = f(k,) —c; — (8§ + n)k, (restrigio de recursos)
ko >0

k;,c. = 0paradadot =0

O



Economia centralizada: planejador central

O valor corrente do Hamiltoniano é dado por:
H = e Pulcy) + puelf (k) — cp — (6 + n)ky]

Em que:

s € o pregco-sombra do capital ou variavel de co-estado:
mede o valor presente de toda utilidade extra que se pode
obter a partir do aumento de uma unidade no investimento

(k).
Variavel de estado: k;

Variavel de controle: ¢;



Condicdes de Otimo

Condicoes de Otimalidade:

(i) Para a variavel de controle:

0H
H, = dc. 0=ePu'(c) —pe =0
Ct

= e Pu'(c,) = pe (2.8)

Essa expressao diz que a utilidade marginal do consumo
deve ser igual ao preco-sombra.



Condicdes de Otimo

(ii) Para a variavel de estado:

0H

Hk=ﬁ=0=>,ut[f'(kt)—(6+n)]+[tt=0
t

= pelf' (k) = (6 +n)] = —p, (2.9)
(iii) Condicao de transversalidade:



Trajetdria Otima
De (2.8), segue que:

e = e~Phu' (cy)

Em termos de logaritmos naturais (para se ter a taxa de
crescimento, aproximadamente):

In(u;) = —pt + Infu’(c;)]

Diferenciando contra o tempo:

_& - —p+ u"(ct)é
Ut u'(ct) ‘

(2.11)



Trajetéria Otima

Usando (2.9):

B = Fk) — (5 4+ )
He

Combinando (2.9) com (2.11), encontra-se a equac¢ao de
Euler do planejador central:

u" (ct)
- u'(ce)

A equacao de Euler expressa o trade-off intertemporal com
gue o planejador central benevolente se defronta:

ce=f'lk) —(6+n) (212)

p



Equacao de Euler

W)
u'(ct)

p

¢ = f'(ke) = (6 +n)

Lado esquerdo = custo marginal
de poupar hoje uma unidade a
mais de consumo (isto é, postergar
o consumo), que advém de dois
canais:

Lado direito = beneficio marginal
de investir

e Espera para consumir, expressa
pela taxa de impaciéncia (p)

e \ariabilidade do consumo no
tempo, que aparece na
expressdao [—u''(c.)/u'(c)] ;
consumo variavel no tempo é
penalizado na funcao utilidade,
dado que ela é concava.

e Sacrificio de consumo hoje
permite que o capital cresca no
tempo, e isso contribui para
aumentar o produto per capita
em f'(k), isto é o produto
marginal do capital.

e Mas essa unidade extra do
capital sofre depreciacao
(6 +n), que entra com sinal
negativo no lado direito.




Equacao de Euler

No otimo, o custo marginal de poupar é igual ao beneficio
marginal de investir.

Custo Beneficio
marginal

de poupar

marginal
de investir




Condicao de Transversalidade

Combinando (2.8) e (2.10), encontra-se a condicao de
transversalidade:

lime P*u'(c))k, = 0 (2.13)

t— o0

Essa condicao indica que, assintoticamente, o valor do
capital (em termos de utilidade do consumo no presente) é
igual a zero quando t vai para o infinito. O estoque de
capital nao tem valor intrinseco para a familia
representativa, pois sua unica funcao é transferir consumo
ao longo do tempo. Se o limite acima fosse positivo, seria
possivel aumentar toda a trajetdoria de consumo da familia
representativa. Mas, se isso fosse verdade, a solucao nao
seria oOtima. Portanto, no nivel 6timo, a condicao de
transversalidade (2.13) acima tem que valer.



Planejador central

Dessa forma, as seguintes equacdes caracterizam a solucao
do problema do planejador central benevolente:

= f(ks) — ¢, — (0 + n)k;, paratodot =0 (2.14)

’,(Ct)
p— (Ct) = f'(k;) — (6 + n),para todot = 0 (2.15)
lime=P*u'(c))k, = 0 (2.16)

t—o oo



Equacao de Euler

Reescreve-se a equacao de Euler para se ganhar um pouco

mais de intuicao, e ajudar posteriormente na resolucao da
dinamica do modelo. De (2.12) segue que:

[_ Ctu”(ct) ét — f,(kt) . (5 +n+ ,0) (2_17)

u'(cy) | ¢t

A expressao entre colchetes é a curvatura da funcao
utilidade:

cu''(c)

aTes (2.18)




Equacao de Euler

Considere dois periodos quaisquer s e t. A taxa marginal de
substituicao entre consumo em s e consumo em t € dada por:

U,
_0cs _ _(sop u'(c)
956 =g, = € ' (ce)
dc;

Que é a inclinacdo (com sinal negativo) de uma curva de indiferenca
entre ¢ e ¢;.

Se a familia representativa for relativamente tolerante a variacoes de
consumo ao longo da vida:

(i) TMgS. ., variard pouco se a razdo c¢;/c. se alterar (isto &, a
inclinacao ao longo da curva de indiferenca muda pouco);

(i) No limite, se ¢, e ¢; forem substitutos perfeitos, a curva de
indiferenca é umareta,ea TMgS. ., € constante.



Equacao de Euler

Quanto mais a TMgS. . variar, menos tolerante sera a familia
representativa a mudangas de consumo no tempo.

Para avaliar como a TMgS. ., varia ao longo da curva de indiferencga,

calcule como u'(cg)/u’(c;) responde a alteracées em c,/c;, ou seja, a
seguinte elasticidade:

A ()W (@] o/
dlcs/cd]  w(c)/u'(c)

A Figura 1 a seguir apresenta um exemplo:



o baixo

o alto

) >Es

— curva de indiferenca em azul: consumidor relativamente intolerante a trocar
consumo em S por consumo em t;

— curva de indiferenca em vermelho: consumidor mais tolerante a trocar consumo
em S por consumo em t;



Equacao de Euler

Tomando como ponto de partida o ponto A (curvas de indiferenca
tangentes, ¢, = c¢;), considere uma reducdo na fragdo c,/c;, igual para
ambos os consumidores (linha OY).

— Inclinagdao da curva de indiferenca (TMgSCSCt) varia mais para a

curva de indiferenca em azul do que para a curva de indiferenca em
vermelho.

— A elasticidade é maior para o individuo com curva de indiferenca
em azul.

Limite da elasticidade quando a diferenca entre s e t torna-se
arbitrariamente pequena (ou seja, substituicao entre dois periodos
arbitrariamente proximos):

d[u'(cs)/u'(ct)] s/ Ct ceu'(ce)
T dla/al weu | we S0 @19

Que € a propria curvatura da funcao utilidade.




Equacao de Euler

Portanto, a equacao (2.18) pode ser interpretada como o grau de
intolerancia do individuo a alterar seu consumo ao longo da vida.

O inverso da curvatura é a elasticidade de substituicao intertemporal:

u'(c)

cu''(c)

o(c) =—

Quanto mais tolerante o individuo a alterar o consumo ao longo da
vida, menor a curvatura, e portanto maior a elasticidade de

substituicdo intertemporal.



CRRA - Constant Relative Risk Aversion

Caso especial: CRRA — Constant Relative Risk Aversion.

(177 —1
u(@) =4 1=y paray >0ey # 1
\ In(c) paray =1
u'(c)=cVeu"(c) = —yc ¥ 1
Curvatura:
cu'(c)  c(=p)crt () = 1
u(e) v Ty

Portanto, no caso CRRA, a elasticidade de substituicao intertemporal é
constante. Além disso:
cl™v —1

)l/ll)?} 1=y = In(c)




Equacao de Euler

Pode-se reescrever a equacao de Euler (2.17) da seguinte forma:

S (I k)~ G Hnt ] (220)

Ct
Em que ¢;/c; é a taxa de crescimento do consumo per capita.
f'(k;): produtividade marginal do capital

(6 + n + p): custo de acumular capital (depreciacdo + espera)



Equacao de Euler

Se f'(k;) > (6 + n+ p), o retorno de acumular capital é positivo, de
modo que a trajetdria de consumo é crescente, isto €, o consumo
cresce ao longo do tempo;

—> retorno de acumular capital (dado pelo produto marginal)
compensa o custo (dado pela depreciacao e a impaciéncia);

—> consequentemente, ha um incentivo para a poupar, postergando
consumo, o qual apresenta uma trajetoria ascendente.



Equacao de Euler

A medida que o capital acumula, o produto marginal se reduz,
diminuindo a diferenca dentro do colchete de (2.20) e a subsequente
taxa de crescimento do consumo.

— taxa de crescimento se reduz ao longo do tempo e, no limite, a
economia tende ao estado estacionario.

Quanto maior o(c), mais a taxa de crescimento do consumo
respondera a diferencas entre o produto marginal e o termo de
depreciacdo mais impaciéncia (maior sera ¢;/c;).

—> quanto mais tolerante o individuo a mudancas de consumo ao
longo do tempo, mais rapida sera a transicdo para o estado
estacionario.



Equacao de Euler

Se f'(k;) < (6 +n+ p), oretorno de acumular capital é negativo, de
modo que nao compensa O custo. A trajetoria de consumo é
decrescente.

— desacumulacao de capital ao longo do tempo.

— antecipa-se consumo, o qual apresenta uma trajetdria descendente.

- 0 mesmo raciocinio com relacdo a o(c), e a velocidade de
convergéncia, se aplica nesse caso.



Equilibrio Geral




Estado Estacionario

Sistema dinamico de capital e consumo. As equacdes que
caracterizam a solucao do planejador central (excluindo-se, por
enquanto, a condicao de transversalidade) sao:

ke = f(ke) — ¢ — (6 + Wk, (3.1)

L= ol k)~ E+n+p)]  (32)

t

Essas duas equacdes definem um sistema dinamico em k e ¢. Mas
antes de se avaliar a dinamica, deve-se encontrar o estado
estacionario, ou seja, a situacao em que as variaveis (em termos per
capita) nao crescem ao longo do tempo.

Ce=CLke=k"y.=y"
ou
f(t=0€(:‘t=0



Estado Estacionario

Da equacao (2.2), o estoque de capital per capita de estado
estacionario € implicitamente dado por:

fflk*)=6+n+p (3.3)
E, da equacdo (2.1), pode-se encontrar ¢ implicitamente:

c*=fk*)— (8 +n)k” (3.4)



Regra de Ouro

No estado estacionario, a regra de ouro indica qual é o nivel do
estoque de capital per capita no estado estacionario que maximiza o
consumo per capita. Trata-se do nivel maximo de consumo que a
familia representativa consegue obter no longo prazo. Em estado
estacionario, k; = 0, ou seja, ¢ = f(k) — (8§ + n)k. Maximizando em
relacdo a k, tem-se:

f'(ky) =6+n

Em que k, € o estoque de capital no estado estacionario associado a
regra de ouro.

Comparando com o estoque de capital 6timo de estado estacionario,
dado pela equacao (3.3), tem-se que:

fllkg)=6+n<f'(k)=6+n+p



Regra de Ouro

Como a fungdo de producdo é concava [f"' (k) < 0], segue que:

f'(k*) > f'(ky) © k* <k,

Em outras palavras, a solucao do planejador central benevolente
implica que o capital de estado estacionario € menor do que o capital
da regra de ouro.

= Maximizar consumo per capita de estado estacionario nao € 6timo.

* Fazer isso envolveria custos, associados a postergar consumo ao
longo do tempo.

= Esses custos sdo expressos pela taxa de impaciéncia (p), a qual é
responsavel pela diferencga entre k™ e k.



O estado estacionario € a tendéncia de longo prazo dessa economia.

A partir das equacoes a seguir, caracteriza-se essa dinamica:

= 0(e)If (k) = (5 +n+p)] (3:5)

t

ke = f(ke) — ¢ — (6 + n)k, (3.6)

Serd construido o diagrama de fases no plano (¢, k).

Lembre-se que k é a varidavel de estado, ou seja, ky sera a condigao
inicial no sistema acima.



Com base na equacgao (53.), constroi-se o l6écus ¢; = 0, isto é:

filke))=6+n+p

Em que, a partir da equacao (3.3), implica que:

ki =k* (locusc¢ =0)

No plano (c.k), o locus ¢ = 0 é uma linha horizontal, cortando o eixo
em k™ (Figura 2).



O que acontece a esquerdade ¢ = 0, ou seja,se k < k™?

* Nesse caso, f'(k) > f'(k*) = § + n+ p. Ou seja, a expressao entre
colchetes na equacao (3.5) é positiva, o que implica que o consumo

cresce ao longo do tempo (setas para cima na regidao a esquerda de
¢ =0)

Analogamente, a direita de ¢ = 0, tem-se f'(k) < f'(k™) e consumo
decrescente de acordo com a equacdo (3.5). As setas apontam para
baixo nessa regiao.



Figura 2

c=0

R:ﬁ



Agora, deve-se ir para o locus fct = 0. Da equacao (3.6), tem-se que:

c; = f(ky) — (6 + n)k; (Locus k = O)

A inclinacdo no plano (¢, k) é dada por:
dc
dke|, _

k=0
(>0, sef'(k) > +n) ok < kg
=f'(ky) —(6+n)<s=0, sef'(k)) =(06+n) ok <k,
(< 0, sef'(ky) <(6+n) ok >k,

Ou seja, a curva é descrita por um “U” invertido, e alcanca o maximo
justamente no capital per capita da regra de ouro (ver Figura 3)



Figura 3

C‘




O que ocorre acima de k =07

= Considere inicialmente um ponto qualquer no locus, e promova um
aumento em c¢ para dado k.

» De acordo com a equacdo (3.6), isso fard com que k torne-se
negativo. Em outras palavras, pontos acima do locus, estao associados
a reducdes em k, o que explica a seta para esquerda nessa regidao da
figura.

Da mesma forma, iniciando em um ponto qualquer do locus, e
reduzindo de ¢ para dado k, tem-se k positivo.

* Logo, abaixo do locus as setas apontam para a direita.

Juntando os locus k; = 0 e ¢, = 0, tem-se o diagrama de fases.



Diagrama de Fases

Figura 4 Uma vez que p—n>0, o

R Iocus ¢ = 0 esta localizado a

c 4 esquerda do pico do [dcus
k = 0.




Diagrama de Fases

Figura s

c=0




Diagrama de Fases

O estoque inicial de capital k, > 0 define a condi¢ao inicial do sistema.
A trajetoria o6tima é mostrada em cor laranja. Ela € uUnica e estavel,
convergindo para o estado estacionario (ponto E) ao longo do tempo.

* um ponto importante: k, é dado, ou seja, a variavel capital ndao pode
ser alterada em t = 0. mas o consumo pode, e seu nivel inicial ¢j ira
determinar a trajetdria futura das variaveis k; e c;.

Assim, o nivel de ¢, mostrado na trajetéria 6tima (ponto A) é tal que se
alcance o estado estacionario no longo prazo.

= considere, assim, valores alternativos de ¢, e sera mostrado que
esses valores levam a trajetorias nao otimas.

= Para explicar a dinamica, considere kq < k™.



Diagrama de Fases

Suponha ¢y na regiao acima da curva k; = 0 (ponto B), por exemplo.
Nessa regiao, o consumo € crescente e o capital € decrescente; o
capital vai para zero ao longo do tempo.

* 0 mesmo vale para ¢y exatamente sobre a curva k; = 0 (ponto C).

Considere agora ¢y um pouco abaixo do locus k; = 0 (ponto D).
= Nessa regiao, consumo e capital crescem ao longo do tempo.

= Como o ponto inicial € proximo ao locus, a trajetoria eventualmente
Cruza essa curva, e passa a ser regida novamente pela dinamica da

regiao acima de k; = 0, em que o consumo aumenta e o capital
declina no tempo.

Isso sera valido para qualquer ponto iniciando acima do ponto A:

* Haverd uma fase em que consumo e capital crescem, mas a trajetoria

acaba cruzando o l6cus k; = 0 e, entdo, entra-se em uma dinamica de
desacumulacao de capital.



Diagrama de Fases

As trajetorias que se iniciam acima do ponto A nao sao 6timas, pois
nelas o estoque de capital sera nulo em um ponto finito no tempo T >
0. Isso implica que, para t>T, k; =y, =c; =0. Diferencie
novamente no tempo a equacao (3.6):

ke = f'(ke) — (6 +n)]ke — ¢
Note que essas trajetorias estao com estoque de capital sempre abaixo
da regra de ouro, de modo que, ao longo delas, f'(k;) — (6 +n) > 0.
Quando alcangam a regidao acima do locus k; =0, passam a
apresentar capital decrescente e consumo crescente, ou seja, k; < 0 e
¢ > 0.
= |sso implica que, quando atingem essa regiao, tais trajetorias

apresentam k; < 0, ou seja, o estoque de capital é decrescente a taxas
crescentes.

= Em outras palavras, o capital se extingue em um ponto finito no
tempo, e passa a ser nulo a partir desse ponto.



Diagrama de Fases

Note que a equacao de Euler é violada nessas condicdes, resultando
qgue tais trajetorias nao podem ser otimas. Reproduzindo a equacao
(5), avaliada no instante T:

¢r = cro(ep)lf'(kr) — (6 +n+ p)]

O consumo segue trajetoria crescente antes de T e, em T, cai para zero
de forma descontinua. Isso implica que ¢ = —oo.

O lado direito do grafico ndo pode ser negativo em T, pois f'(0) = oo.
Portanto, nessas trajetorias a equacao de Euler nao é satisfeita em T,
de modo que essas trajetorias nao podem ser 6timas.

Descarta-se, dessa forma, todas as trajetorias iniciadas acima do ponto
A.



Diagrama de Fases

Trajetorias comecando abaixo do Ponto A, por exemplo, no ponto F.

* No inicio, estoque de capital e consumo crescem.

= Porém, como o consumo inicial nao é alto o suficiente, a trajetoria
nao alcanca o estado estacionario, e cruza para a regiao em que o
estoque de capital aumenta e o consumo decresce.

= Converge para o ponto X no longo prazo, onde o estoque de capital &
igual a k e o consumo ira para zero.

Trajetorias desse tipo nao sao oOtimas, pois violam a condicao de
transversalidade. Considere o limite, com k — k:
lime=P*u'(c)k, = k lim e P*u'(c;)
t—o0 t—o0
~ /
Comoc; — 0, entdo u'(c;) — oo,

Dado que e Pt — 0 quando t — o, o limite acima s6 serd igual a zero
se a utilidade marginal do consumo for para infinito a uma taxa mais
lenta que p (que é a taxa de decrescimento de e ~P%).



Diagrama de Fases

Para calcular a taxa de crescimento de u'(c;) quando c; vai para zero,
considere a equacao de Euler:

[ u" (el |

_u,(Ct) Ct =f’(kt) _(5+n+p)

A taxa de crescimento da utilidade marginal sera dada por:
dinfu’(cp)]  u"(cy)

dt —u'(cy) “t

Logo:
dinfu’(c;)]
dt

=p—f"(ke) = (6 +n)]

Como, ao longo dessas trajetérias, k; — k > ky, entdo f'(k.) —
(k) <68 +n.



Diagrama de Fases

No limite, o termo entre colchetes acima é negativo, de modo que:

dinlu’(c,)]

—— = [f'(k) = +mn)]>p

Portanto, ao longo dessas trajetorias, a utilidade marginal do consumo
crescera a uma taxa maior do que p no longo prazo, de modo que o
limite abaixo nao sera igual a zero.

lim e P'u'(c )k, = k lim e Pu'(c,) = 0

t—o o0

Violando a condicao de transversalidade.



Linearizacgao

Sera feito agora uma aproximacao linear do sistema dinamico em
torno do estado estacionario. Isso permite encontrar analiticamente a
trajetoria 6tima aproximada.

Considere novamente o sistema dind@micoemc e k:
¢ = ceo(e)|f (k) — (6 +n+p)]
kt = f(ke) — ¢, — (6 + n)k,

Sera realizada uma aproximacao de Taylor de primeira ordem (linear)
no sistema acima, em torno dos valores de estado estacionarioc™ e k™.



Linearizacgao

Para a primeira equacao, tem-se:

C

~ o (e (k) = (8 +n + p)]

+[o(c?) + " ONF (k) = (6 +n+ P — )
+c*a(c™)f " (k) (ke — k7)

De (3.3), segue que f'(k*) =6 +n+ p, o que implica que os dois
primeiros termos do lado direito acima sao nulos. Logo:

¢~ cra(c™)f" (k) (ke — k¥)

Linearizando agora a segunda equacao do sistema:

ket

~|f(k")— (6 +n+p)]—(cc—c)+ (k") — (6 +n)](ks — k7)
Em que o primeiro termo do lado direito é nulo por (3.4), e f'(k™) —
(6 +n) = p por (3.3). Logo:

ke ~ —(ce — ) + plke — k*)



Linearizacgao

O sistema dinamico linearizando em torno do estado estacionario é
entao dado pelas seguintes equacodes:

¢e = cra(c)f"(k*) (ke — k7)

ke ~ —(cp — ¢*) + p(ke — k*)
Reescrevendo na forma matricial:

[Ct] _ [ 0 c*a(c*)f”(k*)] [(ct — )
kel =1 P 1 (ky — k¥)

=B
A solucdo da trajetdria 6tima (para o estoque de capital) é dada por:
kt — AO + Ale/llt + Aze/lzt

Em que A, e A, sdo os autovalores associados a matriz B, ao passo que
Ag, A1 e A, sdo constantes a serem determinadas.



Linearizacao

Os autovalores A; e A, sdo encontrados a partir da seguinte equacao:

det(B — Al) = 0

Ou

-1 c a(c )f”(k )] _
1

—Ap—1) +c a(c )f"(k*) =0
A22—pl—M=0 (3.8)

det[

Em que:
M= —c*a(c*)f"(k*) > 0, pois f""(k*) < 0.



Linearizacao
A solucdo da equacao (3.8) é:

_pi\/p2+4M
B 2

A

Os autovalores sao, entao:
_pt+pP+aMm
B 2

_p—+/pt+4M
B 2

A >0

<0

Az

Em que A, é negativo pois /p% + 4M > /p2 = p

Falta determinar os coeficientes Ay, A e A, em (3.7)



Linearizacgao

Note que, como A; > 0, entdao A, tera que ser igual a zero.

»Se A, <0, entao k; » —oo quando t = oo

o Corresponde as trajetorias em que 0 consumo cresce e o capital
decresce no diagrama de fases (iniciando acima do ponto A).

o Como essas trajetdrias ndo sdo 6timas, A; nao pode ser negativo.
*Se A; > 0, entao k; » +ooquando t -

o Corresponde as trajetorias em que o capital cresce e 0 consumo
decresce no diagrama de fases (iniciando abaixo do ponto A).

o Como essas trajetdrias nao sao otimas, A nao pode ser positivo.

Logo, a Unica situacao que é consistente com um estado estacionario
no longo prazo é A; = 0.



Linearizacao

Resta determinar os coeficientes Ay e A,. Para isso, deve-se usar duas
condicoes:

* A condicao inicial ky = kg emt = 0, a qual implica que:
kO = AO + AZeO'AZ = AO + Az

* A condicao final k; = k™ quando t — oo, a qual implica que:

k™ = lim kt — AO + Az lim elzt — Ao, pOiS /12 <0

t—oo t—oo
As duas equacoes acima implicam que:

AO = k"
Ay = —(k™ — ko)



Trajetdria Otima

A trajetoria 6tima do capital, em torno do estado estacionario, é entao
dada por:

ke = k* — (k* — ko)e'2

Em que:

_p—p?+4M
B 2

M = —C*O'(C*)f”(k*)

Az



Velocidade de Convergéncia

A velocidade de convergéncia é dada por |1,|
Az

- Quanto maior for |A,|, mais rapido e*2! converge para zero, e k
2 t

converge para k™.

Reescrevendo, supondo preferéncias do tipo CRRA, ito é, a(c*) = 1/y:

Jp2+4c |f (k)l_p
Mz|=

Y
2

Note que, quanto maior o parametro y (ou seja, menor a elasticidade
de substituicdo intertemporal), menor a velocidade de convergéncia.

— se y é elevado, a familia representativa € muito intolerante a mudar
consumo ao longo da vida.

—> conseguentemente, a economia convergira de maneira mais lenta
para o estado estacionario.
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Apéndice: Funcao de Utilidade de Aversao ao
Risco Relativa Constante




Problema da familia representativa: maximizar usa utilidade
intertemporal

U = foo e Pt u(C(t))dt
t=0

Ondep’' =p — n;

Uma vez que L(t) =L(0)e™, essa expressio igual a
expressao na equacdo (2.1) dividida por L(0)/H e, portanto,
tem as mesmas implicacdes para o comportamento.



Problema da familia representativa: maximizar usa utilidade
intertemporal

sz e ptu(C(t))—dt (E.1)
t=0

Uma vez que L(t) =L(0)e™, essa expressdo igual a
expressao na equacao (2.1) dividida por L(0)/H e, portanto,
tem as mesmas implicacBes para o comportamento.



Considera-se a seguinte funcao de utilidade instantanea:

1-6
w(C@®) = C(t) —
6 >0,

p—n—(1-6)g>0 (E.3)

(E.2)

Trata-se de uma funcao utilidade de aversao ao risco
relativa constante — CRRA.

Essa forma funcional € necessaria para a economia convergir
para uma trajetoria de crescimento equilibrado.

Essa funcao é concava se, e somente se, 8 = 0.



O parametro 6 é o coeficiente de aversao ao risco relativa,
a qual independe de C por ser definida da seguinte forma:

Cu''(©)
- w©

=0

- O parametro 6 determina o desejo de uma familia em
mudar o consumo entre periodos. Em outras palavras, esse
parametro mensura a atitude individual em relacao ao risco.

- A elasticidade de substituicao intertemporal entre
consumo em dois pontos no tempo é 1/6:

u'(ce) Pt

u”(Ct+j) - Pt+j




A elasticidade de substituicao intertemporal entre consumo
em dois pontos no tempo é 1/0:

Ou




Quanto menor for o 68, mais devagar a utilidade marginal
decresce a medida que o consumo aumenta, e, portanto
mais disposta estara a familia em permitir que seu consumo
varie ao longo do tempo, isto é, maior a disposicao da
familia em tolerar mudancas no consumo entre periodos.

Se O estiver perto de zero, entao a utilidade é quase linear
em C e, portanto, a familia estara disposta a aceitar grandes
mudancas em seu consumo para tomar vantagem de
pequenas diferencas entre sua taxa de desconto e a taxa de
retorno que € dada em sua poupanca.

A elasticidade de substituicao entre consumo em qualquer
dois pontos no tempo é dada por: 1/6



C(t)1f é crescente em Cse 8 < 1;

C(t)1=9 é decrescente em Cse 6 > 1;

C(t)1=9/1 -6 assegura que a utilidade marginal do
consumo é positiva independente do valor de G;

No caso de 8 — 1, a funcao utilidade instantanea simplifica-
se para [InC



A hipdtese de que p —n— (1 —6)g > 0 assegura que a
familia nao pode obter a utilidade ao longo da vida de

maneira infinita. Isto €, a utilidade ao longo da vida nao
diverge.

Se essa condicao nao ocorre, a familia pode obter utilidade
infinita ao longo da vida, e seu problema de maximizacao
pode nao ter uma solucao bem-definida.



Se a taxa de juros for constante em todos os periodos de
tempo, entao:

t

R(t) = fr(i)di (E.4)

=0



Restricdo orcamentaria: o consumo intertemporal das
familias, deve ser menor ou igual que sua renda
intertemporal (ambos trazidos a valor presente), que € dada
pelo estoque de capital (no instante zero) e seus salarios
(também trazidos a valor presente):

t K(O
J —R<t>C(t)th ( ) f —R<t>A(t)W(t)th (E.5)
=0 _ estoque de =0 y _
Consumo capital salario das

Intertemporal familias



Transformacoes a serem feitas!

(1) Deve-se transformar os valores relativos as familias em
valores intensivos:

C(t) = c(t)A(t)
K(0) = k(0)A(0)L(0)

oo

j e"R(t)c(t)A(t)@d k(O)AI(LIO)L(O)+ f "R(t)A(t)W(t)(—)dt (E.6)




(2) Multiplica-se todos os termos por (H/A(0)L(0)):

L(t)

j e RO (A1) - A(O)L(O)dt

t=0 0

k(0)A(0O)L(0) H _R( L(t) H
<= A(O)L(°)+t=joe "0 AW 0000 &

Taxa de crescimento da tecnologia: g

Taxa de crescimento da populacao: n



A) _ e nt
m= e™ = A(t) = A(0)e
L(t)

Loy = €% = LD = L(0)e"

A(t) L(t) H
A0)L(O)H

A(0) L(0) H] N j r AW LD H
t=0

J e R®) ¢(t)
t

=0
< k(0) [

A0) L) H 200y 100y (Dt



j RO o(t)e"e? - dt < k(0) [A(O)L(O) H] j 0RO eed - w(t)de

A(0)L(0)H
_1 _ —1

Restricdo orcamentdria: consumo intertemporal da familia (trazido a
valor presente) deve ser menor ou igual a sua renda intertemporal,
que é dado pelo estoque de capital no instante zero e o salario (trazido

a valor presente):

(0.0]

J e RO c()eM*tDtdt < k(0) + f e RO w(t)e+Itge (E.7)

D t=0 .
consumo renda
intertemporal intertemporal

L.




Por exemplo:

C(e)1? B [A(t)c(t)]*~? B [A(0)e9t]1-0 ¢ (£)1-0

1-6 1-6 1—-6 (E-8)
U = A(O)1—9@ f e—pte(l—B)gtent C(t)l—e " (E 9)
H 1—-6 '
t=0
L(O
BEA(O)l_H(T); B=p—n—(1-0)g (E.10)
=U=B8B j 1(39 e Ptdt (E.11)

t=0



Por exemplo:

(0.0]

° 1-6
L=B J (@ e Btdt + A{K(O) + f e MFDE—RM®) [y (t) — c(t)]} dt (E.12)
t=0

1-6
t=0

c(t): Be Ptc(t)™f — 1e(M*tPE=RE) = (E.13)

InB — Bt —Olnc(t) =InAl+ M+ g)t—R(t) (E.14)

¢ct) r@-n—-g—-p rt)—p—1~0yg
c(t) 0 B 0

(E.15)



Teremos equacdes de movimento para c(t) e k(t):

¢(t)  f'(k®)—p—6g
c(t) 0

(E.16)

k() = sy(t) — (n+ g)k(t) = f(k(@®) — c(t) — (n+ g)k(t) (E.17)

Pode-se representar no plano k X ¢



Locus ¢ = 0 (Dinamica do Consumo)

(c>0) (c<0)

k*

v



Locus k = 0 (Dinamica do Capital)

(k < 0)

(k> 0)

K

= 4



No estado estaciondrio, ¢(t) = 0 e k(t) = 0:

f'(k(®)=p+6g (E.18)

f(k(t)) —(n+g)k(t) =c(t) (E.19)



Estado Estacionario

R

k" k

Figura 1: Diagrama de Fases: Consumo e Capital. Fonte: Romer (1996)



Estado Estacionario

C A
c=0
. E
cr------- :
k=0
»
k* k



- Observe que a poupanca O6tima no modelo de Ramsey-Cass-
Koopmans € menor que a poupanca da regra de ouro no modelo de
Solow-Swan.

- Regra de Ouro: PMgK =n+ g

- Equacao de Euler: PMgK = p + 0g

-Umavezquep—n—(1—-60)g >0,entdop+0g>n+g



- Consumo total nao € maximo;

- Utilidade do consumo é maxima: agentes possuem impaciéncia e
desejam ter maior consumo no presente.

- Regra de poupanca conforme Ramsey-Cass-Koopmans é chamado de
Regra de Ouro Modificada por alguns autores.



- Diferentes niveis de c¢(0) e k(0) podem levar, ou ndo, ao equilibrio.

- Suponha k(0) fixo, e veja para quais niveis de c(0) ha convergéncia
ao equilibrio.

- Para todo k(0), existira um unico c(0) consistente com o
comportamento convergente.

- Caminho de Sela: combinacdes [k(0),c(0)] que levam a
convergeéncia.



Trajetorias Divergentes







Estaticas Comparativas

- Estaticas comparativas no modelo Ramsey-Cass-Koopmans.
Deve-se observar qual é a funcao do sistema que esta sendo
afetada: equacoes (E.16) e (E.17).

- Choques em n e a (no caso de uma fungao de produgcao Cobb-
Douglas) afetam k.

- Choques em 6 e p afetam ¢.



12 Experimento: reducao de p

- Familia prioriza menos o consumo presente.

- Consumo presente diminui: consumo futuro e investimento
aumentam.

- Novo estado estacionario possui maior consumo e capital.



12 Experimento: reducao de p

CaA _ ‘ Um aumento permanente na
c=0 c=0" taxade desconto

_'.
E.r

E k=0
A
_'.

* * '
Koid Knew K



12 Experimento: reducao de p

Um aumento transitdorio na
taxa de desconto

E 4



22 Experimento: aumento de g

-Impactoemce k.
- Efeitos diferem para o trabalhador e o trabalhador efetivo.
- Capital e consumo caem para o trabalhador efetivo.

- Capital e consumo aumentam para o trabalhador.



|

Velocidade de convergéncia

- A velocidade de convergéncia pode ser vista atraves de
aproximacoes de Taylor de primeira ordem em tornodec™ e k™:

¢ =~ g];[k k]+%[c—c] (E.20)

ok

L .
ke~ —lk—k*] +—=|

c—c*] (E.20)

- Suponha que as igualdades sio validas.



Velocidade de convergéncia

- Uma vez que c* é constante, entdo ¢ = [c—c"]

- O mesmo valera para k™:

. =f”(k*)C*

c—C 0

|k —k*] (E.21)

ke=k” =[(p+0g) —(n+g)llk — k"] —[c—c"] (E.22)
B

—

-Definaf =[(p+60g)— (n+ g)]



Velocidade de convergéncia

c—c* - f”(k*)C* [k . k*]

E.2
c—c* 6 c—c* ( 3)
k=k* lc — c*]
ke B e B

- A velocidade de convergéncia depende da razdo entre k — k™ e ¢ —

*

C .
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   A 1 > 0


   k t → + ∞


  t → ∞


   A 1


   A 1 = 0


   A 0


   A 2


   k t =  k 0


  t = 0


   k 0 =  A 0 +  A 2  e  0 .  𝜆 2 =  A 0 +  A 2


   k t →  k ∗


  t → ∞


   k ∗ =    lim  t → ∞ ⁡   k t =  A 0 +  A 2    lim  t → ∞ ⁡   e   𝜆 2 t =  A 0


   𝜆 2 < 0


   A 0 =  k ∗


   A 2 = −  (  k ∗ −  k 0 )


   k t =  k ∗ −  (  k ∗ −  k 0 )  e   𝜆 2 t


   𝜆 2 =   𝜌 −   𝜌 2 + 4 M 2


  M = −  c ∗ 𝜎  (  c ∗ )  f  ′ ′  (  k ∗ )


   |  𝜆 2 |


   |  𝜆 2 |


   e   𝜆 2 t


   k t


   k ∗


  𝜎  (  c ∗ ) =  1 / 𝛾


   |  𝜆 2 | =     𝜌 2 +   4  c ∗  |  f  ′ ′  (  k ∗ ) | 𝛾 − 𝜌 2


  𝛾


  𝛾


  U =   ∫  t = 0 ∞   e  − 𝜌 ′ t u  ( C  ( t ) ) d t


   𝜌 ′ ≡ 𝜌 − n


  L  ( t ) = L  ( 0 )  e  n t


    L  ( 0 ) / H


  U =   ∫  t = 0 ∞   e  − 𝜌 t u  ( C  ( t ) )   L  ( t ) H d t                          ( E . 1 )


  L  ( t ) = L  ( 0 )  e  n t


    L  ( 0 ) / H


  u  ( C  ( t ) ) =   C    ( t )  1 − 𝜃  1 − 𝜃                            ( E . 2 )


  𝜃 > 0


  𝜌 − n −  ( 1 − 𝜃 ) g > 0                      ( E . 3 )


  𝜃 ≥ 0


  𝜃


  C


  −   C  u  ′ ′  ( C )   u  ′  ( C ) = 𝜃


  𝜃


   1 / 𝜃


    u ′  (  c t )  u ′ ′  (  c  t + j ) =    p t   p  t + j


   1 / 𝜃


     (    c t   c  t + j )  − 𝜃 =    p t   p  t + j


  −     𝜕  (    c t   c  t + j ) /   (    c t   c  t + j )    𝜕  (    p t   p  t + j ) /   (    p t   p  t + j ) =  1 𝜃


  𝜃


  𝜃


   1 / 𝜃


  C    ( t )  1 − 𝜃


  𝜃 < 1


  C    ( t )  1 − 𝜃


  𝜃 > 1


    C    ( t )  1 − 𝜃 /  1 − 𝜃


  𝜃


  𝜃 → 1


  l n C


  𝜌 − n −  ( 1 − 𝜃 ) g > 0


     R  ( t ) =   ∫  i = 0 t  r  ( i ) d i   ( E . 4 )


        ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t ) C  ( t )   L  ( t ) H d t ⏟     C o n s u m o   I n t e r t e m p o r a l ≤       K  ( 0 ) H ⏟     e s t o q u e   d e   c a p i t a l +       ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t ) A  ( t ) w  ( t )   L  ( t ) H d t ⏟     s a l á r i o   d a s     f a m í l i a s                      ( E . 5 )


  C  ( t ) = c  ( t ) A  ( t )


  K  ( 0 ) = k  ( 0 ) A  ( 0 ) L  ( 0 )


    ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t ) c  ( t ) A  ( t )   L  ( t ) H d t ≤   k  ( 0 ) A  ( 0 ) L  ( 0 ) H +   ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t ) A  ( t ) w  ( t )   L  ( t ) H d t      ( E . 6 )


    ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t ) c  ( t ) A  ( t )   L  ( t ) H  H  A  ( 0 ) L  ( 0 ) d t ≤   k  ( 0 ) A  ( 0 ) L  ( 0 ) H  H  A  ( 0 ) L  ( 0 ) +   ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t ) A  ( t ) w  ( t )   L  ( t ) H  H  A  ( 0 ) L  ( 0 ) d t


  g


  n


    A  ( t )  A  ( 0 ) =  e  n t ⇒ A  ( t ) = A  ( 0 )  e  n t


    L  ( t )  L  ( 0 ) =  e  g t ⇒ L  ( t ) = L  ( 0 )  e  g t


    ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t ) c  ( t )   A  ( t )  A  ( 0 )   L  ( t )  L  ( 0 )  H H d t ≤ k  ( 0 )  [   A  ( 0 )  A  ( 0 )   L  ( 0 )  L  ( 0 )  H H ] +   ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t )   A  ( t )  A  ( 0 )   L  ( t )  L  ( 0 )  H H w  ( t ) d t


    ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t ) c  ( t )  e n  e g      H H ⏟  = 1 d t ≤ k  ( 0 )      [   A  ( 0 )  A  ( 0 )   L  ( 0 )  L  ( 0 )  H H ] ⏟  = 1 +   ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t )  e n  e g      H H ⏟  = 1 w  ( t ) d t


        ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t ) c  ( t )  e   ( n + g ) t d t ⏟     c o n s u m o     i n t e r t e m p o r a l ≤     k  ( 0 ) +   ∫  t = 0 ∞   e  − R  ( t ) w  ( t )  e   ( n + g ) t d t ⏟     r e n d a   i n t e r t e m p o r a l                  ( E . 7 )


    C    ( t )  1 − 𝜃  1 − 𝜃 =      [ A  ( t ) c  ( t ) ]  1 − 𝜃  1 − 𝜃 =      [ A  ( 0 )  e  g t ]  1 − 𝜃 C    ( t )  1 − 𝜃  1 − 𝜃                ( E . 8 )


  U = A    ( 0 )  1 − 𝜃   L  ( 0 ) H   ∫  t = 0 ∞   e  − 𝜌 t  e   ( 1 − 𝜃 ) g t  e  n t   C    ( t )  1 − 𝜃  1 − 𝜃 d t              ( E . 9 )


  B ≡ A    ( 0 )  1 − 𝜃   L  ( 0 ) H ;     𝛽 ≡ 𝜌 − n −  ( 1 − 𝜃 ) g                                  ( E . 10 )


  ⇒ U = B   ∫  t = 0 ∞    C    ( t )  1 − 𝜃  1 − 𝜃  e  − 𝛽 t d t                                                                                        ( E . 11 )


  ℒ = B   ∫  t = 0 ∞    C    ( t )  1 − 𝜃  1 − 𝜃  e  − 𝛽 t d t + 𝜆  { K  ( 0 ) +   ∫  t = 0 ∞   e   ( n + g ) t − R  ( t )  [ w  ( t ) − c  ( t ) ] } d t        ( E . 12 )


     c  ( t ) : B  e  − 𝛽 t c    ( t )  − 𝜃 − 𝜆  e   ( n + g ) t − R  ( t ) = 0                             ( E . 13 )


     l n B − 𝛽 t − 𝜃 l n c  ( t ) = l n 𝜆 +  ( n + g ) t − R  ( t )       ( E . 14 )


        c .  ( t )  c  ( t ) =   r  ( t ) − n − g − 𝛽 𝜃 =   r  ( t ) − 𝜌 − 𝜃 g 𝜃                     ( E . 15 )


  c  ( t )


  k  ( t )


        c .  ( t )  c  ( t ) =   f ′  ( k  ( t ) ) − 𝜌 − 𝜃 g 𝜃                                                               ( E . 16 )


      k .  ( t ) = s y  ( t ) −  ( n + g ) k  ( t ) = f  ( k  ( t ) ) − c  ( t ) −  ( n + g ) k  ( t )   ( E . 17 )


  k × c


   𝒄 . = 𝟎


   𝒌 . = 𝟎


   c .  ( t ) = 0


   k .  ( t ) = 0


      f ′  ( k  ( t ) ) = 𝜌 + 𝜃 g                                                               ( E . 18 )


     f  ( k  ( t ) ) −  ( n + g ) k  ( t ) = c  ( t )                       ( E . 19 )


  P M g K = n + g


  P M g K = 𝜌 + 𝜃 g


  𝜌 − n −  ( 1 − 𝜃 ) g > 0


  𝜌 + 𝜃 g > n + g


  c  ( 0 )


  k  ( 0 )


  k  ( 0 )


  c  ( 0 )


  k  ( 0 )


  c  ( 0 )


   [ k  ( 0 ) , c  ( 0 ) ]


  n


  𝛼


   k .


  𝜃


  𝜌


   c .


  𝝆


  𝝆


  𝝆


  𝒈


   c .


   k .


   c ∗


   k ∗


      c . ≈   𝜕  c .  𝜕 k  [ k −  k ∗ ] +   𝜕  c .  𝜕 c  [ c −  c ∗ ]   ( E . 20 )


      k . ≈   𝜕  k .  𝜕 k  [ k −  k ∗ ] +   𝜕  k .  𝜕 c  [ c −  c ∗ ]   ( E . 20 )


   c ∗


   c . =  [ c  − .  c ∗ ]


   k ∗


     c  − .  c ∗ =   f ′ ′  (  k ∗ )  c ∗ 𝜃  [ k −  k ∗ ]   ( E . 21 )


     k  − .  k ∗ =      [  ( 𝜌 + 𝜃 g ) −  ( n + g ) ]  [ k −  k ∗ ] ⏟ 𝛽 −  [ c −  c ∗ ]   ( E . 22 )


  𝛽 =  [  ( 𝜌 + 𝜃 g ) −  ( n + g ) ]


       c  − .  c ∗  c −  c ∗ =   f ′ ′  (  k ∗ )  c ∗ 𝜃    [ k −  k ∗ ]  c −  c ∗   ( E . 23 )


       k  − .  k ∗  k −  k ∗ = 𝛽 −    [ c −  c ∗ ]  k −  k ∗   ( E . 24 )


  k −  k ∗


  c −  c ∗

