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Motivação
Esta aula apresenta o modelo básico de equilíbrio geral dinâmico de 
uma economia fechada e sem governo (isto é, economia 
autárquica). 

Objetivo: o modelo explica como o nível ótimo do produto é 
determinado nessa economia autárquica, e como esse nível ótimo 
do produto é alocado entre consumo e investimento (isto é, 
acumulação de capital) ou, em outras palavras, entre consumo hoje 
e consumo futuro.

O modelo está no cerne (“coração”, “cornestone”, ponto de partida) 
da macroeconomia moderna, sendo inclusive a base para a teoria 
neoclássica de crescimento econômico (Solow, 1956; Cass, 1965; 
Koopmans, 1967). 



Modelo de Ramsey-Cass-Koopmans

Quanto de sua renda uma nação deve economizar 
(Ramsey, 1928)? Como o PIB é determinado? Como o 
PIB é dividido entre consumo e investimento?

Frank Ramsey (1928) desenvolveu um modelo 
dinâmico para responder a esse questionamento.

O modelo de Ramsey foi revisitado por David Cass 
(1965), Tjalling Koopmans (1965), bem como William 
Brock e Leonard Mirman (1972), sendo conhecido 
doravante por Modelo Ramsey-Cass-Koopmans.



Isola-se alguns aspectos centrais

Não existe: governo, estrutura de 
mercado (em particular, mercados 
financeiros), moeda (todas as variáveis 
estão expressas em termos reais, mas 
não em termos nominais).

Não existe incertezas nem fontes de 
persistência.

Não há crescimento populacional, nem 
progresso tecnológico.

A oferta de trabalho (mão-de-obra) 
será fixa, e o capital poderá ser 
instalado sem custos de ajustamento.

Muitas informações 
relevantes estarão 

faltando nesse 
modelo:



Motivação

Por que começar por um modelo 
macroeconômico aparentemente tão irrealista 
e simplista?
Resposta: O modelo básico da economia 
centralizada, apesar da sua simplicidade, tem 
sido muito influente ao longo de décadas.



Interpretações do modelo básico

Modelo de Ramsey: Frank Ramsey (1928) 
introduziu uma versão similar para estudar 
questões tributárias. Por isso, o modelo é 
frequentemente chamado de modelo de 
Ramsey. 

Modelo do Planejador Social (Central): as 
decisões são tomadas de maneira centralizada 
por um planejador central, tomando-se como 
dadas as preferências individuais (as quais são 
consideradas idênticas). 

Preferências de “uma família representativa” ou 
“dinastia”.

Economia de Robson Crusoé: refere-se apenas 
a um único indivíduo.

Modelo do Agente Representativo: todos os 
agentes econômicos são idênticos e atuam 
como se fossem um só indivíduo. Residentes e 
firmas possuem os mesmos objetivos.

Modelo-base para a teoria 
do crescimento econômico 
neoclássico



Premissas

Agente 
representativo 
com vida infinita

Função utilidade 
separável ao 
longo do tempo

Retornos 
constantes de 
escala

Produtividade 
marginal 
decrescente

Economia 
fechada e sem 
governo

População 
constante (N)



Ingredientes do modelo básico

• Produto agregadoYt

• Consumo agregado (ou consumo do 
agente representativo)Ct

• Nível de capital pré-determinado 
disponível para a produçãoKt

• Investimento bruto agregado realizado 
no períodoIt

• Poupança agregadaSt



Considera-se variáveis em termos per capita

• Produto per capitayt= Yt/N

• Consumo per capitact=Ct/N

• Capital per capitakt=Kt/N

• Investimento bruto per capitait=It/N

• Poupança per capitast=St/N



Questionamentos

Para capturar as escolhas entre "consumo hoje" 
e "consumo amanhã" em uma economia 
fechada, considere 3 equações básicas (formato 
per capita):



Modelo consiste em 3 equações (per capita)

1 por 2 matriz, y inferior à linha t é igual a c inferior à linha t mais i. inferior à linha t fim de coluna , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.1 , fecha parêntese , fim de matriz

y inferior à linha t

abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese abre parêntese i. inferior à linha t , , fecha parêntese

abre parêntese p r o d u t o é idêntico a r e n d a. , fecha parêntese

y inferior à linha t é igual a c inferior à linha t mais s inferior à linha t

i. inferior à linha t é igual a s inferior à linha t

s inferior à linha t é igual a y inferior à linha t menos c inferior à linha t é igual a i. inferior à linha t

(1) Restrição de Recursos da Economia: Identidade da renda nacional

 𝑦𝑡 = 𝑐𝑡 + 𝑖𝑡  2.1  

Em que 𝑦𝑡  é o PIB. No período t, o produto da economia consiste no 
consumo 𝑐𝑡   mais o investimento 𝑖𝑡 . Isto é, o produto da economia é 
usado para consumo e investimento.

A identidade nacional (2.1) também representa a restrição de recursos da 
economia. O produto total também é a renda total 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑡𝑜 ≡ 𝑟𝑒𝑛𝑑𝑎 , que 
pode ser gasta em consumo ou poupada:

 𝑦𝑡 = 𝑐𝑡 + 𝑠𝑡

A poupança pode somente ser usada para financiar investimento:  𝑖𝑡 = 𝑠𝑡 , 
ou seja, poupança é igual ao investimento.

Lembrem-se que poupança é a renda não consumida: 

𝑠𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑐𝑡 = 𝑖𝑡



Modelo consiste em 3 equações

1 por 2 matriz, maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos k inferior à linha t é igual a i. inferior à linha t menos Delta k inferior à linha t fim de coluna , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.2 , fecha parêntese , fim de matriz

k inferior à linha t

maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

abre parêntese i. inferior à linha t , , fecha parêntese

abre parêntese Delta , fecha parêntese Delta pertence a abre parêntese 0,1 , fecha parêntese

abre parêntese Delta k inferior à linha t , , fecha parêntese início de equações Delta

i. inferior à linha t

(2) Equação (lei) do movimento do capital (ou dinâmica do 
estoque de capital): 

𝛥𝑘𝑡+1 = 𝑘𝑡+1 − 𝑘𝑡 = 𝑖𝑡 − 𝛿𝑘𝑡  2.2

𝑘𝑡 é o estoque de capital no período t.

𝛥𝑘𝑡+1, que é a variação do estoque de capital entre os período t + 1 
e t, resulta do investimento bruto 𝑖𝑡  menos a taxa de depreciação
𝛿 . Assume-se que uma proporção constante 𝛿 ∈ 0,1  do estoque 

de capital existente se deprecia no período t.

Na produção, as firmas consomem apenas parte do estoque de 
capital 𝛿𝑘𝑡 , onde 𝛿 é a taxa de depreciação do capital no começo 
do período t. 

O investimento 𝑖𝑡 é poupado como capital para o próximo período.



Modelo consiste em 3 equações

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos k inferior à linha t é igual a i. inferior à linha t menos Delta k inferior à linha t implica k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t mais i. inferior à linha t

i. inferior à linha t é maior que Delta k inferior à linha t

i. inferior à linha t é menor que Delta k inferior à linha t

O capital pode ser acumulado ao longo do tempo através do 
investimento em bens de capital, mas o estoque de capital se deprecia:

𝑘𝑡+1 − 𝑘𝑡 = 𝑖𝑡 − 𝛿𝑘𝑡 ⇒ 𝑘𝑡+1 = 1 − 𝛿 𝑘𝑡 + 𝑖𝑡

Isso implica que:

(i) O estoque de capital aumenta ao longo do tempo quando 𝑖𝑡 >
𝛿𝑘𝑡 (as novas compras de bens de capital excedem a depreciação dos 
bens de capital existentes - ou seja, o investimento líquido é positivo).

(ii) O estoque de capital diminui ao longo do tempo quando 𝑖𝑡 <
𝛿𝑘𝑡 (investimento líquido negativo).



Modelo consiste em 3 equações

1 por 2 matriz, y inferior à linha t é igual a f abre segundo parêntese k inferior à linha t , , fecha segundo parêntese fim de coluna , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.3 , fecha parêntese , fim de matriz

k inferior à linha t

y inferior à linha t k inferior à linha t

início de equações f

início de equações k

k é maior que

f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese é maior que 0,, , f de 0 , é igual a 0,, f plica , abre parêntese k , fecha parêntese é maior que 0,, , e , f plica plica , abre parêntese k , fecha parêntese é menor que 0

limitar como k até a infinito de f plica abre parêntese k , fecha parêntese até a 0 , e , limitar como k até a 0 de f plica abre parêntese k , fecha parêntese até a infinito

(3) Função de produção: 

 𝑦𝑡 = 𝑓 𝑘𝑡  2.3

No período t, a dotação é o estoque de capital 𝑘𝑡. As firmas 
produzem o produto 𝑦𝑡 usando o capital  𝑘𝑡 como insumo.

Ideia: a função de produção “neoclássica” 𝑓 é tal que um 
aumento de 𝑘  aumenta a produção, mas a uma taxa 
decrescente. A produção nesta economia é realizada por um 
grande número de empresas competitivas, usando apenas 
capital. 
Seja 𝑘 > 0. Condições de Inada (1964):

 𝑓 𝑘𝑡 > 0, 𝑓 0 = 0, 𝑓′ 𝑘 > 0, 𝑒 𝑓′′ 𝑘 < 0 

lim
𝑘→∞

𝑓′ 𝑘 → 0 𝑒 lim
𝑘→0

𝑓′ 𝑘 → ∞ 

 



Função de produção per capita



Produtividade Marginal do Capital



Função de Produção Agregada
maiúscula Y inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese maiúscula K inferior à linha t ,maiúscula N , fecha parêntese

início de equações lambda

maiúscula Y inferior à linha t é igual a maiúscula F abre parêntese lambda maiúscula K inferior à linha t ,lambda maiúscula N , fecha parêntese é igual a lambda maiúscula F abre parêntese maiúscula K inferior à linha t ,maiúscula N , fecha parêntese é igual a lambda maiúscula Y inferior à linha t

lambda é igual a 1 divisão linear maiúscula N

y inferior à linha t é igual a maiúscula Y inferior à linha t superior a maiúscula N é igual a maiúscula F abre parêntese maiúscula K inferior à linha t ,maiúscula N , fecha parêntese superior a maiúscula N é igual a maiúscula F abre parêntese maiúscula K inferior à linha t superior a maiúscula N ,maiúscula N superior a maiúscula N , fecha parêntese é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,1 , fecha parêntese é idêntico a f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese

maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t ,1 , fecha parêntese é idêntico a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese

A função de produção agregada é expressa por: 𝑌𝑡 = 𝐹 𝐾𝑡, 𝑁 . 

Na tradição neoclássica, F tem retornos constantes de escala, isto é, 
para qualquer variação 𝜆 de ambos os insumos, a função F satisfaz: 

𝑌𝑡 = 𝐹 𝜆𝐾𝑡, 𝜆𝑁 = 𝜆𝐹 𝐾𝑡, 𝑁 = 𝜆𝑌𝑡

A população (N) é constante. Logo, assumindo 𝜆 = Τ1 𝑁, o produto per 
capita satisfaz:

𝑦𝑡 =
𝑌𝑡

𝑁
=

𝐹 𝐾𝑡, 𝑁

𝑁
= 𝐹

𝐾𝑡

𝑁
,
𝑁

𝑁
= 𝐹 𝑘𝑡, 1 ≡ 𝑓 𝑘𝑡

Em alguns livros-textos de macroeconomia avançada (por exemplo, 
Wickens), podemos encontrar uma notação alternativa para o produto 
per capita: 𝐹 𝑘𝑡 , 1 ≡ 𝐹 𝑘𝑡 . 



Restrição Dinâmica de Recursos

f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a y inferior à linha t implica f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a c inferior à linha t mais i. inferior à linha t implica f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a c inferior à linha t mais abre parêntese maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais Delta k inferior à linha t , , fecha parêntese implica f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a c inferior à linha t mais k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos k inferior à linha t mais Delta k inferior à linha t

implica f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a c inferior à linha t mais abre colchete chave em baixo , k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t , fim de chave em baixo , limite inferior abre parêntese i. inferior à linha t , fecha parêntese , fecha colchete implica f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a c inferior à linha t mais k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos k inferior à linha t mais Delta k inferior à linha t

implica f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese é igual a c inferior à linha t mais abre parêntese maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais Delta k inferior à linha t , , fecha parêntese , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , abre parêntese 2.4 , fecha parêntese

inferior à linha base , implica c , fim de base , inferior à linha t é igual a f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese menos abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos k inferior à linha t , , fecha parêntese menos Delta k inferior à linha t

maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos k inferior à linha t

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t mais i. inferior à linha t

Combinando as três equações, tem-se que:

𝑓 𝑘𝑡 = 𝑦𝑡 ⇒ 𝑓 𝑘𝑡 = 𝑐𝑡 + 𝑖𝑡 ⇒ 𝑓 𝑘𝑡 = 𝑐𝑡 + 𝛥𝑘𝑡+1 + 𝛿𝑘𝑡 ⇒ 𝑓 𝑘𝑡
= 𝑐𝑡 + 𝑘𝑡+1 − 𝑘𝑡 + 𝛿𝑘𝑡

⇒ 𝑓 𝑘𝑡 = 𝑐𝑡 + 𝑘𝑡+1 − 1 − 𝛿 𝑘𝑡

𝑖𝑡

⇒ 𝑓 𝑘𝑡 = 𝑐𝑡 + 𝑘𝑡+1 − 𝑘𝑡 + 𝛿𝑘𝑡

⇒ 𝑓 𝑘𝑡 = 𝑐𝑡 + 𝛥𝑘𝑡+1 + 𝛿𝑘𝑡  2.4

⇒ 𝑐𝑡= 𝑓 𝑘𝑡 − 𝑘𝑡+1 − 𝑘𝑡 − 𝛿𝑘𝑡

Como 𝛥𝑘𝑡+1 = 𝑘𝑡+1 − 𝑘𝑡, a equação (2.4) é a restrição dinâmica não-linear de 
recursos da economia. Dado o estoque inicial de capital (kt = dotação inicial), a 
economia precisa escolher seu nível de consumo no período t (ct) e o capital no início 
do período t + 1 (kt+1). 

O objetivo do planejador central é maximizar o consumo ou a utilidade derivada do 
consumo, mas não o produto. 

𝑘𝑡+1 = 1 − 𝛿 𝑘𝑡 + 𝑖𝑡



Preferências

abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese

início de 
equações

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

O que os consumidores gostariam de fazer? Uma 
primeira tentativa: maximizar o consumo no 
presente 𝑐𝑡 . Segundo a equação (2.4), percebe-se 
que o consumo pode ser definido como sendo o 
produto da economia menos os recursos gastos no 
aumento do capital; 

Maximizar o consumo significa zerar o estoque de 
capital amanhã: 𝑘𝑡+1 . Faz sentido isso? Se você 
consome hoje, a economia irá acabar no período 
seguinte... Então, como a família representativa 
escolhe o quanto vale a pena ter amanhã versus o 
que se tem hoje em termos de consumo?



Interpretação da equação (2.4)

k inferior à linha 0 f abre parêntese k inferior à linha 0 , , fecha parêntese

k inferior à linha 0

c inferior à linha 0 k inferior à linha 1

c inferior à linha 1 k inferior à linha 2

maiúscula T até a infinito

f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese

Considere um período inicial t = 0 com um dado valor pré-
determinado 𝑘0 (que fixa o produto 𝑓 𝑘0   no período t = 0).

Suponha que exista alguma regra ou alguma regularidade que 
nos diga para o valor dado de 𝑘0  como determinar o nível de 
consumo 𝑐0. Isso implicitamente irá determinar 𝑘1 .

Se nós usarmos a mesma regra novamente em t = 1, nós 
iremos encontrar 𝑐1  e, implicitamente, 𝑘2. 

Continuando essa lógica recursiva para t = 2, 3, ..., nós 
podemos derivar a sequencia inteira de “c” e “k” para o futuro 
infinito, isto é: 𝑇 → ∞

A equação (2.4) é não linear porque causa do termo 𝑓 𝑘𝑡 . 



Qual é o nível ótimo de consumo?

Nível ótimo 
de consumo

Solução no 
longo prazo

Solução da 
Regra de 

Ouro

Solução 
Ótima

Solução no 
curto prazo 
(“míope”)



1. Solução de Curto Prazo (“míope”)



Preferências

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a 0

k inferior à linha 0 c inferior à linha 0 t é igual a 0

c inferior à linha 0 elevado a m í o p e é igual a f abre parêntese k inferior à linha 0 , , fecha parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha 0

Dada a restrição dinâmica derivada da equação (2.4), nós precisamos 
de algum critério ou objetivo a fim de determinar as escolhas ótimas 
de consumo. Duas respostas seriam:

(i) Solução de Curto Prazo - Resposta míope: uma escolha extrema 
seria inteiramente míope, ou seja, dado 𝑘𝑡+1 = 0, para um dado valor 
𝑘0, o nível mais alto possível de 𝑐0 no período 𝑡 = 0 equivale a:

𝑐0
𝑚í𝑜𝑝𝑒

= 𝑓 𝑘0 + 1 − 𝛿 𝑘0

Trata-se do nível máximo de consumo que poderia ser obtido no curto 
prazo. 



Preferências

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a 0

No entanto, essa escolha implicaria k1 = 0, ou seja, não é sustentável 
(na verdade, implicaria produção zero e consumo zero em todos os 
períodos futuros!)

Assim, o consumo míope não pode ser ótimo em nenhum sentido. 
Uma vez que 𝑘𝑡+1 = 0, todo o consumo futuro será igual a zero.  Ou 
seja, trata-se uma “festa” hoje seguida de “fome” amanhã!

(i) Solução de Longo Prazo: solução da regra de ouro e solução ótima



2. Solução de Longo Prazo



2.1 Solução da Regra de Ouro



Regra de Ouro – Estado Estacionário

maiúscula U abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese

1 por 2 matriz, c inferior à linha t é igual a f abre segundo parêntese k inferior à linha t , , fecha segundo parêntese menos k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t fim de coluna , abre parêntese 2.5 , fecha parêntese , fim de matriz

f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a 0

c inferior à linha t é igual a c elevado a operador asteriscok inferior à linha t é igual a k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a k elevado a operador asterisco ,, t é igual a 1,, 2,Ponto a ponto de ponto

Maximizar o consumo no período t equivale a maximizar a função 
𝑈 𝑐𝑡 . Na equação (2.4), ct precisa satisfazer:

𝑐𝑡 = 𝑓 𝑘𝑡 − 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 𝑘𝑡 2.5

Essa equação restringe as escolhas factíveis de consumo ao longo do 
tempo.

Para maximizar ct, a economia precisa, no período t, consumir todo o 
produto corrente 𝑓 𝑘𝑡  mais o capital não depreciado 1 − 𝛿 𝑘𝑡 e 
𝑘𝑡+1 = 0. O nível máximo de consumo é que sustentável no longo 
prazo pode ser derivado ao impor uma condição de estado 
estacionário na equação (2.5).

O estado estacionário (ou o “longo prazo”) é uma situação em que 
todas as variáveis per capita são as mesmas (isto é, são constantes) 
em todos os períodos subsequentes, isto é, 𝑐𝑡 = 𝑐∗ e 𝑘𝑡 = 𝑘𝑡+1 =
𝑘∗, 𝑡 = 1, 2, …
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c elevado a operador asterisco é igual a f abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese menos k elevado a operador asterisco mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k elevado a operador asterisco implica

c elevado a operador asterisco é igual a f abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese menos k elevado a operador asterisco mais k elevado a operador asterisco menos Delta k elevado a operador asterisco implica c elevado a operador asterisco é igual a f abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese menos Delta k elevado a operador asterisco , , abre parêntese 2.6 , fecha parêntese

No longo prazo, o consumo que mantém o estoque de 
capital constante é obtido da equação (2.5) como:

𝑐∗ = 𝑓 𝑘∗ − 𝑘∗ + 1 − 𝛿 𝑘∗ ⇒

𝑐∗ = 𝑓 𝑘∗ − 𝑘∗ + 𝑘∗ − 𝛿𝑘∗ ⇒ 𝑐∗

= 𝑓 𝑘∗ − 𝛿𝑘∗ 2.6

→ no longo prazo o consumo é o produto menos a 
parcela do produto exigida para substituir capital 
depreciado a fim de manter o estoque de capital 
constante.



Equilíbrio de longo prazo

maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a i. inferior à linha t menos Delta k inferior à linha t implica maiúscula Delta k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a 0 implica i. inferior à linha t é igual a Delta k inferior à linha t

Se “amanhã”, a variação do estoque de capital é 
zero, então:

 𝛥𝑘𝑡+1 = 𝑖𝑡 − 𝛿𝑘𝑡 ⇒ 𝛥𝑘𝑡+1 = 0 ⇒ 𝑖𝑡 = 𝛿𝑘𝑡

A equação (2.6) implica que a variação do capital 
(ou investimento líquido) será zero, isto é, o 
único investimento realizado é aquele que 
substitui o capital depreciado, facilitando um 
estoque de capital constante ao longo do tempo.



Em resumo

Visando encontrar a solução da regra de ouro, deve-se resolver o 
seguinte problema de maximização:

O problema é escolher k para maximizar c. O estoque de capital da 
regra de ouro está implicitamente caracterizado pelas Condições 
de Primeira Ordem.



Regra de Ouro – Estado Estacionário

parcial c superior a denominador , parcial k elevado a operador asterisco , fim de denominador , é igual a f plica , abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese menos Delta é igual a 0 implica 1 por 2 matriz, f plica , abre segundo parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha segundo parêntese é igual a Delta fim de coluna , abre parêntese 2.7 , fecha parêntese , fim de matriz

k elevado a operador asterisco f plica , abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese é igual a Delta

c elevado a operador asterisco c elevado a operador asterisco é igual a f abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese menos Delta k elevado a operador asterisco

k elevado a operador asterisco

numerador , parcial ao quadrado , c fim de numerador , superior a denominador , parcial superior à linha base , k elevado a operador asterisco , fim de base , ao quadrado , fim de denominador , é igual a f elevado a ″ , abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese é menor que ou igual a 0

Condições de Primeira Ordem (CPO):

𝜕𝑐

𝜕𝑘∗
= 𝑓′ 𝑘∗ − 𝛿 = 0 ⇒ 𝑓′ 𝑘∗ = 𝛿 2.7

→ a produtividade marginal do capital é igual à taxa de depreciação 
quando o consumo é maximizado no estado estacionário. Trata-se da 
hipótese de unicidade: o 𝑘∗ que resolve 𝑓′ 𝑘∗ = 𝛿 é único e o nível 
de consumo associado 𝑐∗ é dado por: 𝑐∗ = 𝑓 𝑘∗ − 𝛿𝑘∗ 

Condições de Segunda Ordem (CSO): asseguram que 𝑘∗ é um ponto 
de máximo (e não um ponto de mínimo) :

𝜕2𝑐

𝜕𝑘∗2 = 𝑓″ 𝑘∗ ≤ 0
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𝛿1

𝑘1

𝛿2

𝑘2

1

2

No ponto 1, se há mais capital que se deprecia, no 
equilíbrio haverá menos capital porque a sociedade 
deverá fazer um esforço muito grande para manter o que 
já tem.

No ponto 2, se há capital que deprecia muito pouco, 
pode-se sustentar em equilíbrio um capital maior.

O nível máximo de consumo – a regra de ouro do 
consumo – é obtido quando o produto marginal do 
capital igual a taxa de depreciação.



A Dinâmica da Regra de Ouro
Se não há distúrbios (choques) na economia → como o 
estoque de capital é constante, c* é sustentável 
indefinidamente.

Se há distúrbios (choques) na economia → a economia se 
torna dinamicamente instável em {c*, k*}.
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1

𝑘1

𝛿1

2

𝑘2

𝛿2

O que ocorreria se a 
economia tentasse 
manter o consumo 
em seu nível 
máximo c* mesmo 
quando o estoque 
de capital se 
diferencie de k* 
devido à existência 
de distúrbios?



Regra de Ouro – Estado Estacionário
itálico negrito k elevado a operador asterisco

início de equações c

f plica abre parêntese k , fecha parêntese

itálico negrito k elevado a operador asterisco

f plica abre parêntese k , fecha parêntese

Abaixo do ponto 𝒌∗, consome-se menos do que o nível de consumo da 
regra de ouro. Mas a depreciação será menor, de modo que o estoque 
de capital aumenta. 

→ Um aumento marginal em k resulta em um aumento em 𝑐, uma vez 
que o ganho marginal da produção, isto é, 𝑓′ 𝑘  excede o custo de 
produção de substituição do capital depreciado. Se os agentes ainda 
quisessem consumir c*, o estoque de capital iria aumentar.

Acima do ponto 𝒌∗, consome-se mais do que o nível de consumo da 
regra de ouro. Mas a depreciação será maior, de modo que o estoque 
de capital diminui. “tem máquina que quebra e não reposta, logo, 
reduz o capital!”.

→ Um aumento marginal em k diminuiria c, uma vez que o ganho 
marginal na produção 𝑓′ 𝑘  é menor que o custo de produção de 
substituição do capital depreciado. Se os agentes ainda quisessem 
consumir c*, o estoque de capital iria diminuir.



Regra de Ouro – Estado Estacionário
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k elevado a operador asterisco

f de k , menos Delta k é igual a c mais incremento k

f plica , abre parêntese k , fecha parêntese é igual a Delta

O nível ótimo de consumo pode ser determinado a partir da 
figura 2.2. A curva representa a função de produção, que 
expressa o nível de produto  produzido pelo estoque de capital 
𝑘∗ . 

A linha reta é o investimento δk. A diferença entre as duas linhas 
é o consumo mais investimento líquido (acumulação de capital):

 𝑓 𝑘 − 𝛿𝑘 = 𝑐 + ∆𝑘 

Que é a equação (2.5). 

A diferença máxima ocorre quando as linhas estão muito 
afastadas. Isso acontece quando 𝑓′ 𝑘 = 𝛿, isto é, quando a 
inclinação da tangente à função de produção [o produto marginal 
do capital  iguala a inclinação da linha de depreciação total, δ].



Regra de Ouro – Estado Estacionário
Considerando a regra de ouro, o nível ótimo do estoque 
de capital no estado estacionário é aquele nível que 
maximiza o produto líquido, isto é, o produto líquido da 
depreciação do capital.

𝑦𝑛𝑒𝑡 = 𝑓 𝑘𝑡 − 𝛿𝑘𝑡
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f abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese menos Delta k elevado a operador asterisco é maior que ou igual a c mais incremento k elevado a operador asterisco

f plica , abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese menos Delta é igual a 0

Na figura 2.3, a curva representa o consumo mais 
investimento líquido (ou seja, produto líquido ou a 
distância vertical entre as duas linhas na figura 2.2) 
e é plotada contra o estoque de capital.  

Pontos acima da linha não são atingíveis devido à 
restrição de recursos 𝑓 𝑘∗ − 𝛿𝑘∗ ≥ 𝑐 + ∆𝑘∗  

O nível máximo de consumo mais investimento 
líquido ocorre onde a inclinação da tangente é zero. 
Neste ponto, o investimento líquido é igual a zero, 
ou seja: 𝑓′ 𝑘∗ − 𝛿 = 0.



I - Estática Comparativa: aumento em 𝛿

f plica , abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese é igual a Delta

k elevado a operador asterisco

início de equações Delta k elevado a operador asterisco

início de equações Delta

início de equações Delta

f plica , abre parêntese k elevado a operador asterisco , abre segundo parêntese Delta , fecha segundo parêntese , fecha parêntese menos Delta é idêntico a 0

Lembre-se que a condição de otimalidade de 
primeira ordem 𝑓′ 𝑘∗ = 𝛿  estabelece 
somente uma dependência implícita de 𝑘∗ 
em 𝛿, isto é, não se pode diferenciar 𝑘∗ em 
relação a 𝛿.

No entanto, como esta condição de 
otimalidade será satisfeita para qualquer 
valor exógeno 𝛿, podemos escrevê-la como 
uma identidade:

 𝑓′ 𝑘∗ 𝛿 − 𝛿 ≡ 0      (2.8)



I - Estática Comparativa: aumento em 𝛿

f plica plica , abre parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha parêntese abre parêntese numerador , d k elevado a operador asterisco fim de numerador , superior a d Delta , fecha parêntese menos 1 é idêntico a 0

numerador , d k elevado a operador asterisco fim de numerador , superior a d Delta é igual a 1 superior a denominador , f plica plica , abre segundo parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha segundo parêntese , fim de denominador , é menor que 0 , , , , abre parêntese 2.9 , fecha parêntese

início de equações Delta

k elevado a operador asterisco

Diferenciando a equação (2.8), tem-se: 

𝑓′′ 𝑘∗
𝑑𝑘∗

𝑑𝛿
− 1 ≡ 0

Resultando em:
𝑑𝑘∗

𝑑𝛿
=

1

𝑓′′ 𝑘∗
< 0 2.9

Interpretação: um aumento em 𝛿  torna a 
acumulação de capital mais custosa, levando a 
uma queda em 𝑘∗.



II - Estática Comparativa: reação de 𝒄∗ a uma mudança 
em 𝜹

k elevado a operador asterisco início de equações Delta

c elevado a operador asterisco é igual a f abre parêntese k elevado a operador asterisco , abre segundo parêntese Delta , fecha segundo parêntese , fecha parêntese menos Delta k elevado a operador asterisco , abre parêntese Delta , fecha parêntese

c elevado a operador asterisco início de equações Delta

numerador , d c elevado a operador asterisco fim de numerador , superior a d Delta é igual a d abre colchete f abre segundo parêntese k elevado a operador asterisco , abre segundo parêntese Delta , fecha segundo parêntese , fecha segundo parêntese menos Delta k elevado a operador asterisco , abre parêntese Delta , fecha parêntese fecha colchete superior a d Delta

é igual a chave em baixo , abre colchete f plica abre segundo parêntese k elevado a operador asterisco , , fecha segundo parêntese menos Delta fecha colchete , fim de chave em baixo , limite inferior abre parêntese é igual a 0 fecha parêntese , , numerador , d k elevado a operador asterisco fim de numerador , superior a d Delta menos k elevado a operador asterisco , abre parêntese Delta , fecha parêntese

é igual a menos k elevado a operador asterisco , abre parêntese Delta , fecha parêntese é menor que 0

início de equações Delta c elevado a operador asterisco

Para respeitar a dependência implícita de 𝑘∗em 𝛿, expresse (2.6) 
como: 

𝑐∗ = 𝑓 𝑘∗ 𝛿 − 𝛿𝑘∗ 𝛿

Diferenciando 𝑐∗ em relação a 𝛿, tem-se:

𝑑𝑐∗

𝑑𝛿
=

𝑑 𝑓 𝑘∗ 𝛿 − 𝛿𝑘∗ 𝛿

𝑑𝛿

= 𝑓′ 𝑘∗ − 𝛿
=0

𝑑𝑘∗

𝑑𝛿
− 𝑘∗ 𝛿

= −𝑘∗ 𝛿 < 0

Interpretação: um aumento em 𝛿 leva também a uma redução em 𝑐∗.



Considerações finais
A macroeconomia moderna tenta basear a análise em 
critérios de bem-estar microfundamentados, 
consistentes com a otimização do comportamento do 
consumidor representativo.

A análise da regra de ouro incorpora cuidadosamente a 
restrição dinâmica relacionada à dinâmica do estoque 
de capital mas não se pronuncia sobre a existência de 
uma medida de bem-estar individual que geraria a 
solução da regra de ouro.



Considerações finais
Em particular, a análise da regra de ouro pretende que os 
indivíduos valorizem o consumo de hoje e o consumo de amanhã 
da mesma forma.

Mas esta não é uma suposição satisfatória, dada a impaciência 
observada nas decisões dos consumidores.

Este aspecto é captado pela chamada solução ótima (o que 
significa que o critério de otimalidade corresponde a um objetivo 
de bem-estar microfundamentado que incorpora a impaciência).



2.2 Solução Ótima



Variáveis de Estado e Variáveis de Controle

início de equações t

Intuição: em modelos de equilíbrio geral dinâmicos (como 
Ramsey, Cass-Koopmans, RBC e DSGE), a distinção entre 
variáveis de estado e variáveis de controle é fundamental 
porque determina quais variáveis são herdadas do passado e 
quais podem ser escolhidas no período corrente. Imagine que a 
economia chega ao início do período 𝑡.

→ Algumas variáveis já estão determinadas pelas decisões 
passadas. O planejador ou os agentes não podem alterá-las 
instantaneamente. Essas são as variáveis de estado.
→ Outras variáveis podem ser escolhidas naquele momento para 
maximizar a utilidade ou o lucro. Essas são as variáveis de 
controle.



Variáveis de Estado (ou Predeterminada)

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese menos c inferior à linha t mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t .

início de equações t k inferior à linha t

t menos 1 k inferior à linha t

k inferior à linha t

Definição: uma variável de estado contém a informação 
necessária sobre o passado para descrever a situação atual da 
economia. Ela é conhecida também por variável predeterminada. 
Exemplo: capital
No modelo de Ramsey-Cass-Koopmans:

𝑘𝑡+1 = 𝑓 𝑘𝑡 − 𝑐𝑡 + 1 − 𝛿 𝑘𝑡 .

Quando o período 𝑡 começa, o estoque de capital 𝑘𝑡  já está dado 
porque resultou da acumulação realizada até 𝑡 − 1. Portanto, 𝑘𝑡  é 
uma variável de estado. O planejador observa 𝑘𝑡, mas não o 
escolhe.



Variáveis de Estado (ou Predeterminada)
As variáveis de estado (ou variáveis predeterminadas) são 
aquelas que já estão determinadas quando a decisão é tomada e 
que são relevantes para os retornos (ou benefícios) do problema. 
Elas podem ser exógenas ou endógenas. Por exemplo: o estoque 
de capital e a idade constituem as variáveis de estado.
Trata-se de uma variável predeterminada quando a decisão do 
período corrente é tomada
As variáveis de estado específicas de cada agente são 
denominadas variáveis de estado individuais. Já as variáveis de 
estado que não são específicas de um agente em particular são 
chamadas variáveis de estado agregadas. 



Variáveis de Controle (ou de Escolha)

c inferior à linha t

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

início de equações t

Definição: são as variáveis escolhidas no período corrente para 
otimizar o objetivo intertemporal. No modelo de Ramsey-Cass-
Koopmans, o planejador social (ou planejador central) escolhe:

𝑐𝑡

ou, equivalentemente,

𝑘𝑡+1

Como essas variáveis são decididas em 𝑡 , elas são variáveis de 
controle.



Variáveis de Controle (ou de Escolha)
As variáveis de controle (variáveis de escolha ou variáveis de 
política) são aquelas que o agente escolhe em cada período, 
condicionalmente às variáveis de estado. Por exemplo: consumo e 
capital do próximo período são as variáveis de controle.



Problema do Planejador Social (ou Central)
max soma de t é igual a 0 a infinito de , Beta elevado a t , maiúscula U abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese , fim de soma

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a maiúscula F abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t menos c inferior à linha t .

k inferior à linha t

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

Considere: max σ𝑡=0
∞ 𝛽𝑡𝑈 𝑐𝑡

sujeito a: 𝑘𝑡+1 = 𝐹 𝑘𝑡 + 1 − 𝛿 𝑘𝑡 − 𝑐𝑡 .

Temos:

Observem um detalhe importante:

𝑘𝑡  é estado;

𝑘𝑡+1 é controle.

A mesma variável "capital" muda de papel dependendo do índice 
temporal.

Variável Tipo

𝑘𝑡
Estado

𝑐𝑡
Controle

𝑘𝑡+1
Controle (escolhido em 𝑡)



Variáveis de Estado em Modelos Estocásticos

y inferior à linha t é igual a z inferior à linha t , k inferior à linha t elevado a alfa , n inferior à linha t elevado a abre parêntese 1 menos alfa fecha parêntese

z inferior à linha t início de equações t k inferior à linha t z inferior à linha t

k inferior à linha t

z inferior à linha t

c inferior à linha t

n inferior à linha t

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

Quando há incerteza, geralmente os choques também são variáveis de 
estado. Por exemplo, considere um modelo RBC (Real Business Cycles):

𝑦𝑡 = 𝑧𝑡𝑘𝑡
𝛼𝑛𝑡

1−𝛼

onde 𝑧𝑡é a produtividade. No início de 𝑡, tanto 𝑘𝑡 quanto 𝑧𝑡 já são 
conhecidos. Assim:

Estados

𝑘𝑡(capital)

𝑧𝑡(produtividade)

Controles

𝑐𝑡(consumo)

𝑛𝑡(horas trabalhadas)

𝑘𝑡+1(capital futuro)

.



Resumo
Estado = o que a economia herda do passado.

Controle = o que os agentes escolhem hoje para influenciar o futuro.

Variáveis de estado Variáveis de controle

São herdadas do passado. São escolhidas no período corrente

Estão predeterminadas no início do período. Determinam a evolução futura dos estados

Resumem a informação relevante para o 
problema dinâmico

Aparecem nas condições de primeira ordem da 
otimização

Exemplos: 𝑘𝑡 , dívida pública, riqueza, 
produtividade 𝑧𝑡.

Exemplos: 𝑐𝑡, investimento 𝑖𝑡, trabalho 𝑛𝑡, 𝑘𝑡+1



O Problema de Otimização

k inferior à linha 0

maiúscula V inferior à linha 0

maiúscula V inferior à linha t é igual a soma de t é igual a 0 a infinito de , Beta elevado a t , maiúscula U abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese , fim de soma

abre parêntese maiúscula U inferior à linha t elevado a plica , abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese é maior que 0 , fecha parêntese abre parêntese maiúscula U inferior à linha t elevado a plica plica , abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese é menor que ou igual a 0 , fecha parêntese

Considere que o período representativo seja denominado 
por t. Considere que existe no período inicial t = 0 um 
estoque de capital per capita pré-determinado: 𝑘0

Note que 𝑉0 representa o valor presente das utilidades 
correntes e futuras:

𝑉𝑡 = σ𝑡=0
∞ 𝛽𝑡𝑈 𝑐𝑡  

O consumo adicional aumenta a utilidade instantaneamente
𝑈𝑡

′ 𝑐𝑡 > 0 , mas a taxas decrescentes 𝑈𝑡
′′ 𝑐𝑡 ≤ 0 . 

Interpretação: a utilidade futura vale menos que a utilidade 
corrente.



O Problema de Otimização
Assume uma grande quantidade de famílias idênticas e com 
vida infinita e que tomam todos os preços como dados e 
têm preferências.

Como as famílias são idênticas em suas preferências, será 
considerado no modelo uma única família representativa 
(dinastia).



Solução ótima e 2º teorema do bem-estar

Aqui deriva-se a solução de planejamento central que 
também pode ser interpretada em termos de uma 
alocação de equilíbrio competitivo devido ao segundo 
teorema fundamental do bem-estar:

“toda alocação eficiente de Pareto pode ser obtida 
como um equilíbrio competitivo de mercado”.



O Problema de Otimização

maiúscula V inferior à linha t

2 por 1 matriz, chave em baixo m a. x limite inferior abre chave maiúscula C inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha,k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fecha chave , , maiúscula V inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de , Beta elevado a s , maiúscula U abre segundo parêntese maiúscula C inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese , fim de soma , linha seguinte, s . a. . f abre segundo parêntese k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese é igual a c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha mais k inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha menos abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de matriz , , , , , , , , , abre parêntese 2.10 , fecha parêntese

k inferior à linha t é maior que 0 Beta é igual a 1 divisão linear abre parêntese 1 mais teta , fecha parêntese

0 é menor que Beta é menor que 1 teta é maior que 0

Na solução ótima, o valor presente da utilidade corrente (t) 
e futura (t + s), 𝑉𝑡, é maximizado sujeito à restrição dinâmica 
estabelecida. Assim, o planejador central se depara com o 
seguinte problema de otimização intertemporal:

ถ𝑚𝑎𝑥
𝐶𝑡+𝑠,𝑘𝑡+𝑠

𝑉𝑡 = ෍

𝑠=0

∞

𝛽𝑠𝑈 𝐶𝑡+𝑠

𝑠. 𝑎. 𝑓 𝑘𝑡+𝑠 = 𝑐𝑡+𝑠 + 𝑘𝑡+𝑠+1 − 1 − 𝛿 𝑘𝑡+𝑠

 2.10

Em que 𝑘𝑡 > 0. O termo 𝛽 = Τ1 1 + 𝜃  é o fator de 
desconto. A utilidade futura é descontada por esse fator 
constante que satisfaz 0 < 𝛽 < 1. O termo 𝜃 > 0 é a taxa 
de desconto social (temporal, subjetiva) ou taxa (grau) de 
impaciência.



O Problema de Otimização
Beta é igual a 1 divisão linear abre parêntese 1 mais teta , fecha parêntese

início de equações teta

Beta é igual a 1 divisão linear abre parêntese 1 mais teta , fecha parêntese

início de equações Beta

teta é igual a 0 Beta é igual a 1 divisão linear abre parêntese 1 mais teta , fecha parêntese , é igual a 1

𝛽 = Τ1 1 + 𝜃  é o fator de desconto que captura o peso 
que um indivíduo coloca no futuro relativo a hoje. 

Se o indivíduo é muito impaciente (𝜃 é muito elevado), 
então 𝛽 = Τ1 1 + 𝜃  é muito baixo e, portanto, o indivíduo 
tem menos preocupação com o futuro. Ou, interpretando 𝛽 
como a probabilidade de sobreviver até o próximo período, 
o presente é mais importante.

Se 𝜃 = 0, então 𝛽 = Τ1 1 + 𝜃 = 1, de modo que hoje e o 
futuro tem pesos iguais.



Condições necessárias
maiúscula V inferior à linha t

cursivo maiúscula L inferior à linha t é igual a soma de s é igual a 0 a infinito de abre chave Beta elevado a s , maiúscula U abre segundo parêntese c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese mais lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , abre colchete maiúscula F abre segundo parêntese k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese menos c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha menos k inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fecha colchete fecha chave

A função objetivo 𝑉𝑡 é aditivamente separável, tornando 
fácil comparar utilidades entre períodos.

Define-se o Lagrangeano restrito para cada período pela 
restrição de recursos:

ℒ𝑡

= ෍

𝑠=0

∞

𝛽𝑠𝑈 𝑐𝑡+𝑠 + 𝜆𝑡+𝑠 𝐹 𝑘𝑡+𝑠 − 𝑐𝑡+𝑠 − 𝑘𝑡+𝑠+1 + 1 − 𝛿 𝑘𝑡+𝑠  



Condições necessárias
lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha

abre chave c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha,k inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha,lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha; s é maior que ou igual a 0 fecha chave

O multiplicador de Lagrange 𝜆𝑡+𝑠 mensura o valor sombra 
de uma unidade adicional de renda no período t (em termos 
de utilidade no período 0).

O Lagrangeano é maximizado com relação às variáveis de 
escolha 𝑐𝑡+𝑠, 𝑘𝑡+𝑠+1, 𝜆𝑡+𝑠; 𝑠 ≥ 0 . 

Condições de Primeira Ordem (CPO):



Condições de Primeira Ordem (CPO)
inferior à linha base , parcial cursivo maiúscula L , fim de base , inferior à linha t superior a denominador , parcial c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a 0 implica Beta elevado a s , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais maiúscula S fim de inferior à linha , , fecha parêntese menos lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha é igual a 0,, , s é maior que ou igual a 0 , , , , abre parêntese 2.11 , fecha parêntese

inferior à linha base , parcial cursivo maiúscula L , fim de base , inferior à linha t superior a denominador , parcial k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fim de denominador , é igual a 0 implica lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , abre colchete f plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais 1 menos Delta fecha colchete menos lambda inferior à linha , t mais s menos 1 fim de inferior à linha é igual a 0, s é maior que 0 , , abre parêntese 2.12 , fecha parêntese

inferior à linha base , parcial cursivo maiúscula L , fim de base , inferior à linha t superior a inferior à linha base , parcial lambda , fim de base , inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , é igual a 0 implica f abre parêntese k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha mais k inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha menos abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha

𝜕ℒ𝑡

𝜕𝑐𝑡+𝑠
= 0 ⇒ 𝛽𝑠𝑈′ 𝑐𝑡+𝑆 − 𝜆𝑡+𝑠 = 0,  𝑠 ≥ 0 2.11

𝜕ℒ𝑡

𝜕𝑘𝑡+𝑠
= 0 ⇒ 𝜆𝑡+𝑠 𝑓′ 𝑘𝑡+𝑠 + 1 − 𝛿 − 𝜆𝑡+𝑠−1 = 0,  𝑠 > 0 2.12  

𝜕ℒ𝑡

𝜕𝜆𝑡+𝑠
= 0 ⇒ 𝑓 𝑘𝑡+𝑠 = 𝑐𝑡+𝑠 + 𝑘𝑡+𝑠+1 − 1 − 𝛿 𝑘𝑡+𝑠



Interpretações das CPO

Beta elevado a s , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais maiúscula S fim de inferior à linha , , fecha parêntese é igual a lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha

Beta elevado a s , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais maiúscula S fim de inferior à linha , , fecha parêntese é maior que lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha

c inferior à linha , t mais maiúscula S fim de inferior à linha

Beta elevado a s , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais maiúscula S fim de inferior à linha , , fecha parêntese é menor que lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha

c inferior à linha , t mais maiúscula S fim de inferior à linha

CPO para o consumo. No nível ótimo, o preço sombra de um 
aumento no consumo no período s marginalmente iguala o ganho 
de utilidade de um aumento marginal no consumo:

𝛽𝑠𝑈′ 𝑐𝑡+𝑆 = 𝜆𝑡+𝑠

Suponha se 𝛽𝑠𝑈′ 𝑐𝑡+𝑆 > 𝜆𝑡+𝑠. Nessa situação, valeria a 
pena para o planejador central aumentar 𝑐𝑡+𝑆 dado que os 
bens nesse período são “baratos” em relação à avaliação 
dos consumidores acerca do consumo desses bens. 

Suponha se 𝛽𝑠𝑈′ 𝑐𝑡+𝑆 < 𝜆𝑡+𝑠. Nessa situação, não valeria 
a pena para o planejador central aumentar 𝑐𝑡+𝑆 dado que os 
bens nesse período não são “baratos” em relação à 
avaliação dos consumidores acerca do consumo desses 
bens.



Interpretações das CPO

k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha

t mais s

lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , abre colchete f plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais 1 menos Delta fecha colchete é igual a lambda inferior à linha , t mais s menos 1 fim de inferior à linha

lambda inferior à linha , t mais s menos 1 fim de inferior à linha é maior que lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , abre colchete f plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais 1 menos Delta fecha colchete

k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha

lambda inferior à linha , t mais s menos 1 fim de inferior à linha é menor que lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , abre colchete f plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais 1 menos Delta fecha colchete

k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha

CPO para o capital. No nível ótimo, o preço sombra de se aumentar 
𝑘𝑡+𝑠 marginalmente iguala o produto marginal bruto do capital no 
período 𝑡 + 𝑠:

 𝜆𝑡+𝑠 𝑓′ 𝑘𝑡+𝑠 + 1 − 𝛿 = 𝜆𝑡+𝑠−1 

Suponha que: 𝜆𝑡+𝑠−1 > 𝜆𝑡+𝑠 𝑓′ 𝑘𝑡+𝑠 + 1 − 𝛿 . 

Valeria a pena para o planejador central diminuir o 𝑘𝑡+𝑠 uma vez que o 
valor descontado apresentado do produto marginal bruto do capital 
amanhã está abaixo do preço de se aumentar ligeiramente o estoque 
de capital hoje.   

Suponha que: 𝜆𝑡+𝑠−1 < 𝜆𝑡+𝑠 𝑓′ 𝑘𝑡+𝑠 + 1 − 𝛿 . 

Não valeria a pena para o planejador central diminuir o 𝑘𝑡+𝑠 uma vez 
que o valor descontado apresentado do produto marginal bruto do 
capital amanhã não estará abaixo do preço de se aumentar 
ligeiramente o estoque de capital hoje. 



Condição de Transversalidade

1 por 2 matriz, limitar como s até a infinito de chave em baixo , Beta elevado a s , maiúscula U plica abre segundo parêntese c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese , fim de chave em baixo , limite inferior abre parêntese lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , fecha parêntese , , k inferior à linha , t mais s mais 1 fim de inferior à linha é igual a 0 fim de coluna , abre parêntese 2.13 , fecha parêntese , fim de matriz

k inferior à linha t

c inferior à linha t k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

Como não há incerteza, este é um problema de previsão perfeita. Em 
problemas de otimização intertemporal com horizonte infinito, é 
necessário impor uma condição de transversalidade para excluir 
soluções não factíveis economicamente, como esquemas de Ponzi ou 
acumulação excessiva de riqueza. O planejador central enfrenta uma 
restrição similar:

lim
𝑠→∞

𝛽𝑠𝑈′ 𝑐𝑡+𝑠

𝜆𝑡+𝑠

𝑘𝑡+𝑠+1 = 0 2.13

Não se maximiza em relação a 𝑘𝑡 pois o estoque de capital no início do 
período é uma variável de estado predeterminada, herdada das 
decisões no período t – 1. O planejador social escolhe apenas as 
variáveis de controle, como 𝑐𝑡 e 𝑘𝑡+1.



Condição de Transversalidade

t mais s

Beta elevado a s , maiúscula U abre parêntese c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese , k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha

t mais s

t mais s

s até a infinito

Suponha que haja um estoque de capital finito no tempo 
𝑡 + 𝑠. Se consumido, isso daria uma utilidade descontada de 
𝛽𝑠𝑈 𝑐𝑡+𝑠 𝑘𝑡+𝑠.  

Se o horizonte de tempo fosse 𝑡 + 𝑠, então não seria ótimo 
ter qualquer capital deixado no período 𝑡 + 𝑠: ao invés 
disso, o capital deve ser consumido.

Logo, como 𝑠 → ∞, a condição de transversalidade fornece 
uma condição extra de otimalidade para problemas de 
horizonte infinito intertemporais. 



CPO (resumo) e Equação de Euler

lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha é igual a Beta elevado a s , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese

lambda inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , abre colchete f plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais 1 menos Delta fecha colchete é igual a lambda inferior à linha , t mais s menos 1 fim de inferior à linha

lambda inferior à linha , t mais s menos 1 fim de inferior à linha é igual a Beta elevado a , s menos 1 fim de superior à linha , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais s menos 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese

De (2.11), obtém-se o multiplicador de Lagrange:

 

𝜆𝑡+𝑠 = 𝛽𝑠𝑈′ 𝑐𝑡+𝑠

De (2.12), teremos que:

 𝜆𝑡+𝑠 𝑓′ 𝑘𝑡+𝑠 + 1 − 𝛿 = 𝜆𝑡+𝑠−1    (2.14)

Por analogia, teremos essa outra expressão do multiplicador 
de Lagrange:

𝜆𝑡+𝑠−1 = 𝛽𝑠−1𝑈′ 𝑐𝑡+𝑠−1



Equação de Euler

Beta elevado a s , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese abre colchete f plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais s fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais 1 menos Delta fecha colchete é igual a Beta elevado a , s menos 1 fim de superior à linha , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais s menos 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese ,, , s é maior que 0

Beta elevado a 1 , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese abre colchete f plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais 1 menos Delta fecha colchete é igual a chave em baixo , Beta elevado a , 1 menos 1 fim de superior à linha , fim de chave em baixo , limite inferior abre parêntese é igual a 1 fecha parêntese , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 menos 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese

Considerando essa nova expressão do multiplicador de 
Lagrange, combinando as CPO para consumo e capital, nós 
podemos reescrever a equação (2.14) da seguinte forma:

 𝛽𝑠𝑈′ 𝑐𝑡+𝑠 𝑓′ 𝑘𝑡+𝑠 + 1 − 𝛿 = 𝛽𝑠−1𝑈′ 𝑐𝑡+𝑠−1 , 𝑠 > 0

Para s = 1, a equação acima pode ser reescrita como:

𝛽1𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑓′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 = ถ𝛽1−1

=1

𝑈′ 𝑐𝑡+1−1



Equação de Euler

Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese abre colchete f plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais 1 menos Delta fecha colchete é igual a maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese

s mais 1

s mais 1

s mais 1

abre colchete f plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais 1 menos Delta fecha colchete

maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑓′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 = 𝑈′ 𝑐𝑡

O lado esquerdo da equação acima é o custo de se 
aumentar marginalmente o estoque de capital no período 
s + 1 mensurado em termos de perda implícita de utilidade 
marginal. 

O lado direito é o benefício de um estoque de capital 
marginalmente maior no período s + 1: marginalmente, 
mais capital eleva os recursos no período s + 1  por
𝑓′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 , que é traduzindo em utilidade marginal 

do consumo 𝑈′ 𝑐𝑡 .    



Equação de Euler

1 por 2 matriz, numerador , Beta maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese fim de numerador , superior a denominador , maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , fim de denominador , , abre colchete f plica , abre segundo parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese mais 1 menos Delta fecha colchete é igual a 1 fim de coluna , abre parêntese 2.15 , fecha parêntese , fim de matriz

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1

𝑈′ 𝑐𝑡
𝑓′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 = 1 2.15

A equação (2.15) é conhecida por Equação de Euler. Trata-
se da equação dinâmica fundamental em problemas de 
otimização intertemporal.

Essa equação reflete a substituição intertemporal do 
consumo entre dois períodos consecutivos.



Equação de Euler
, maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese fim de numerador , divisão linear , maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , fim de denominador

├ ┤ , numerador , d c inferior à linha t fim de numerador , superior a denominador , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fim de denominador ,  , fim de valor absoluto inferior à linha , d maiúscula V é igual a 0 fim de inferior à linha

├ ┤ , numerador , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a denominador , d c inferior à linha t , fim de denominador ,  , fim de valor absoluto inferior à linha , d maiúscula V é igual a 0 fim de inferior à linha

c inferior à linha t c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

O termo Τ𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑈′ 𝑐𝑡  é a inclinação de uma curva de 

indiferença ฬ
𝑑𝑐𝑡

𝑑𝑐𝑡+1 𝑑𝑉=0

 Seu inverso também é a inclinação de uma curva de 

indiferença ቚ
𝑑𝑐𝑡+1

𝑑𝑐𝑡 𝑑𝑉=0

 
Em outras palavras, as expressões acima tratam-se das taxas 
marginais intertemporais de substituição entre 𝑐𝑡 e 𝑐𝑡+1. 
Assim, no nível ótimo, a taxa marginal de substituição 
intertemporal é igual ao produto marginal bruto do capital.



Interpretação da Equação de Euler

Nesse gráfico, considera-se consumo “amanhã”, consumo 
“hoje” e uma restrição de recursos.



Interpretação da Equação de Euler
Preferências representadas pelas curvas de 
indiferenças, que refletem diferentes combinações de 
consumo hoje e consumo amanhã que me dão o 
mesmo nível de utilidade (satisfação). Curvas de 
indiferenças distantes da origem indicam maior nível 
de satisfação (utilidade). Os agentes irão escolher o 
ponto A em que se maximiza a utilidade dada a 
restrição. 
Pontos acima de A apresentam cesta de consumo 
“hoje” e “amanhã” que não são factíveis por estarem 
fora de minhas possibilidades em termos de recursos.
Pontos abaixo de A apresentam cesta de consumo 
“hoje” e “amanhã” que são factíveis, mas poderia se 
fazer melhor em termos de consumo.



Equação de Euler: aumento de dotações
Caso se aumente a restrição de recursos (por exemplo, há um 
ganho de produtividade que permita aumentar o consumo 
amanhã e hoje), desloca-se a restrição para uma nova curva de 
indiferença que apresente um maior nível de utilidade 
(satisfação), respeitando-se a restrição de recursos.



Equação de Euler: aumento da taxa de juros
Poupança hoje significa ausência de consumo hoje e existência 
de consumo amanhã.

Mas se poupar tudo e não consumir nada hoje, como o retorno do 
capital aumentou, haverá mais consumo amanhã, logo, muda-se 
a inclinação da reta.

Há dois efeitos: efeito-renda e efeito substituição.

𝐴

𝐵

𝐶1𝐶2

𝐶

𝐶3



Equação de Euler: aumento da taxa de juros
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Apêndice A: Modelo de Ramsey (versão 
original)



Características

1 por 2 matriz, maiúscula Y inferior à linha t é igual a maiúscula F abre segundo parêntese maiúscula N inferior à linha t ,maiúscula K inferior à linha t , , fecha segundo parêntese fim de coluna , abre parêntese 1.1 , fecha parêntese , fim de matriz

Tempo t é dividido em intervalos unitários a partir do 
período t = 0 para horizonte do planejador central, t = T.

O planejador central representa um residente, ou, então, 
um fazendeiro que cultiva milho.

Kt e Nt representam as quantidades de capital (“sementes”) 
e trabalho disponíveis no período t. Ele produz a quantidade 
de milho de acordo com:

𝑌𝑡 = 𝐹 𝑁𝑡 , 𝐾𝑡 1.1



Características

Propriedades da função de produção (F)

1. Não existe free lunch: 0 = F(0,0)

2. A função de produção (F) é estritamente crescente em 
ambos os seus argumentos.

3. A função de produção (F) é côncava (isto é, descarta-se 
retornos crescentes de escala).

4. A função de produção (F) é duas vezes continuamente 
diferenciável.



Características

maiúscula C inferior à linha t mais maiúscula K inferior à linha t é menor que ou igual a maiúscula Y inferior à linha t

Em cada período, o fazendeiro precisa decidir quanto milho 
produzir, consumir e por ao lado para produção futura.

A quantidade de sementes do próximo período é o futuro 
estoque de capital do fazendeiro: Kt+1.

Sua escolha entre consumo Ct e investimento Kt+1 é limitada 
pela produção atual:

𝐶𝑡 + 𝐾𝑡 ≤ 𝑌𝑡



Características

maiúscula U abre parêntese maiúscula C inferior à linha 0,maiúscula C inferior à linha 1,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula C inferior à linha maiúscula T , , fecha parêntese

O fazendeiro não valoriza o lazer, mas trabalha um dado 
número de horas N em cada período, buscando maximizar a 
função de utilidade:

𝑈 𝐶0, 𝐶1, … , 𝐶𝑇

O capital se deprecia totalmente, uma vez que a semente 
usada para o cultivo do milho não está disponível para o 
período seguinte.



Características

maiúscula Y inferior à linha t mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , maiúscula K inferior à linha t é maior que ou igual a maiúscula C inferior à linha t mais maiúscula K inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

Delta pertence a abre colchete 0,1 fecha colchete

1 por 2 matriz, f abre segundo parêntese maiúscula K inferior à linha t , , fecha segundo parêntese dois pontos igual a maiúscula F abre parêntese maiúscula N ,maiúscula K inferior à linha t , , fecha parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , maiúscula K inferior à linha t fim de coluna , abre parêntese 1.2 , fecha parêntese , fim de matriz

Quando se pensa no capital em ternos de máquinas, 
fábricas, ou, de modo mais geral, conhecimento humano, 
trata-se de uma hipótese excessivamente restritiva. 

De modo geral, a restrição de recursos é dada por:

𝑌𝑡 + 1 − 𝛿 𝐾𝑡 ≥ 𝐶𝑡 + 𝐾𝑡+1

Onde 𝛿 ∈ 0,1  é a taxa de depreciação do capital. Define-se 
a função de produção para incluir qualquer capital restante 
após a depreciação e retirar a constante N:

𝑓 𝐾𝑡 ≔ 𝐹 𝑁, 𝐾𝑡 + 1 − 𝛿 𝐾𝑡 1.2



Características

f de 0 , é igual a 0

Uma vez que a produção sem sementes é impossível, 
assume-se 𝑓 0 = 0, enquanto que as outras propriedades 
de F são transferidas para f.

Formalmente, define-se a seguir o Problema de Ramsey 
Determinístico de Horizonte-Finito:



Características

├3 por 3 matriz, chave em baixo maiúscula M a. x limite inferior abre parêntese abre segundo parêntese maiúscula C inferior à linha 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula C inferior à linha maiúscula T , , fecha segundo parêntese , fecha parêntese fim de coluna , maiúscula U abre segundo parêntese maiúscula C inferior à linha 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula C inferior à linha maiúscula T , , fecha segundo parêntese fim de coluna , , linha seguinte,  , 3 por 1 matriz, maiúscula K inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais maiúscula C inferior à linha t é menor que ou igual a f abre segundo parêntese maiúscula K inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , linha seguinte, 0 é menor que ou igual a maiúscula C inferior à linha t , linha seguinte, 0 é menor que ou igual a maiúscula K inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fim de matriz fecha chave fim de coluna , t é igual a 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula T fim de coluna , abre parêntese 1.3 , fecha parêntese , linha seguinte, maiúscula K inferior à linha 0 fim de coluna , d a. d o , fim 
de matriz ถ𝑀𝑎𝑥

𝐶0,…,𝐶𝑇

𝑈 𝐶0, … , 𝐶𝑇

ቑ
𝐾𝑡+1 + 𝐶𝑡 ≤ 𝑓 𝐾𝑡

0 ≤ 𝐶𝑡

0 ≤ 𝐾𝑡+1

𝑡 = 0, … , 𝑇 1.3

𝐾0 𝑑𝑎𝑑𝑜



Características

abre chave maiúscula C inferior à linha t , fecha chave inferior à linha abre parêntese t é igual a 0 fecha parêntese elevado a maiúscula T

maiúscula T é menor que infinito

Não há incerteza nesse problema: o fazendeiro sabe a 
quantidade de milho que ele irá cultivar quando ele planeja 
trabalhar N horas e ter Kt quantidade de sementes.

Ele também tem certeza de como irá valorizar uma 
determinada sequência de consumo 𝐶𝑡 𝑡=0

𝑇 . Logo, o 
problema se torna determinístico.

Ao assumir 𝑇 < ∞, trata-se de um problema de horizonte-
finito.

Aplicando o Teorema de Kuhn-Tucker no problema (1.3), 
teremos:



3 por 3 matriz, 0 é igual a parcial maiúscula U abre segundo parêntese maiúscula C inferior à linha 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula C inferior à linha maiúscula T , , fecha segundo parêntese superior a denominador , parcial maiúscula C inferior à linha t , fim de denominador , menos lambda inferior à linha t mais mi inferior à linha t fim de coluna , t é igual a 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula T fim de coluna , abre parêntese 1.4 a. , fecha parêntese , linha seguinte, 0 é igual a menos lambda inferior à linha t mais lambda inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , f plica elevado a abre segundo parêntese maiúscula K inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese , mais ômega inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de coluna , t é igual a 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula T menos 1 fim de coluna , abre parêntese 1.4 b , fecha parêntese , linha seguinte, 3 por 1 matriz, 0 é igual a menos lambda inferior à linha maiúscula T mais ômega inferior à linha , maiúscula T mais 1 fim de inferior à linha , linha seguinte, 0 é igual a lambda inferior à linha t , abre parêntese f abre terceiro parêntese maiúscula K inferior à linha t , , fecha terceiro parêntese menos maiúscula C inferior à linha t menos maiúscula K inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , linha seguinte, 2 por 1 matriz, 0 é igual a mi inferior à linha t , maiúscula C inferior à linha t , linha 
seguinte, 0 é igual a ômega inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , maiúscula K inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fim de matriz fim de matriz fim de coluna , 3 por 1 matriz, , linha seguinte, t é igual a 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula T , linha seguinte, 2 por 1 matriz, t é igual a 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula T , linha seguinte, t é igual a 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula T fim de matriz fim de matriz fim de coluna , 3 por 1 matriz, abre parêntese 1.4 c , fecha parêntese , linha seguinte, abre parêntese 1.4 d , fecha parêntese , linha seguinte, 2 por 1 matriz, abre parêntese 1.4 e , fecha parêntese , linha seguinte, abre parêntese 1.4 f , fecha parêntese , fim de matriz fim de matriz fim de matriz

lambda inferior à linha t

f abre parêntese maiúscula K inferior à linha t , , fecha parêntese menos maiúscula C inferior à linha t menos maiúscula K inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é maior que ou igual a 0

0 =
𝜕𝑈 𝐶0, … , 𝐶𝑇

𝜕𝐶𝑡
− 𝜆𝑡 + 𝜇𝑡 𝑡 = 0, … , 𝑇 1.4𝑎

0 = −𝜆𝑡 + 𝜆𝑡+1𝑓′ 𝐾𝑡+1 + 𝜔𝑡+1 𝑡 = 0, … , 𝑇 − 1 1.4𝑏

0 = −𝜆𝑇 + 𝜔𝑇+1

0 = 𝜆𝑡 𝑓 𝐾𝑡 − 𝐶𝑡 − 𝐾𝑡+1

0 = 𝜇𝑡𝐶𝑡

0 = 𝜔𝑡+1𝐾𝑡+1

𝑡 = 0, … , 𝑇
𝑡 = 0, … , 𝑇
𝑡 = 0, … , 𝑇

1.4𝑐
1.4𝑑
1.4𝑒
1.4𝑓

Onde 𝜆𝑡 é o multiplicador de Lagrange anexado à restrição 
de recursos do período t: 

𝑓 𝐾𝑡 − 𝐶𝑡 − 𝐾𝑡+1 ≥ 0



mi inferior à linha t ômega inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

maiúscula C inferior à linha t maiúscula K inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

parcial maiúscula U abre parêntese maiúscula C inferior à linha 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula C inferior à linha maiúscula T , , fecha parêntese superior a denominador , parcial maiúscula C inferior à linha t , fim de denominador , até a infinito

maiúscula C inferior à linha t até a 0 t é igual a 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula T

Onde 𝜇𝑡  e 𝜔𝑡+1   são multiplicadores relacionados às 
restrições não negativas em 𝐶𝑡 e 𝐾𝑡+1. Restrição não ativa 
tem um multiplicador de zero. Caso se queira descartar 
soluções de canto, isto é, soluções onde um ou mais 
restrições não negativas estão ativas, é necessário impor 
uma hipótese adicional. Essa hipótese tem um significado 
intuitivo: o fazendeiro odeia passar fome em qualquer 
período. Formalmente:

𝜕𝑈 𝐶0, … , 𝐶𝑇

𝜕𝐶𝑡
→ ∞

Se 𝐶𝑡 → 0 para todo 𝑡 = 0, … , 𝑇

 



maiúscula C inferior à linha t é maior que 0t é igual a 1,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula T

mi inferior à linha t é igual a 0

lambda inferior à linha t

parcial maiúscula U abre parêntese maiúscula C inferior à linha 0,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula C inferior à linha maiúscula T , , fecha parêntese superior a denominador , parcial maiúscula C inferior à linha t , fim de denominador , é igual a lambda inferior à linha t

f de 0 , é igual a 0

maiúscula K inferior à linha t é maior que 0

Isto é suficiente para implicar em 𝐶𝑡 > 0 para todo 𝑡 =
1, … , 𝑇 , 𝜇𝑡 = 0  (de (1.4e)), e os multiplicadores de 
Langrange 𝜆𝑡  igual a utilidade marginal do consumo no 
período t e, portanto, são estritamente positivos:

𝜕𝑈 𝐶0, … , 𝐶𝑇

𝜕𝐶𝑡
= 𝜆𝑡

A condição (1.4d) implica que a restrição de recursos está 
ativa. Uma vez que se assume 𝑓 0 = 0, consumo positivo 
também exige quantidades positivas de sementes 𝐾𝑡 > 0, 
do período t = 0 para o período T.

 



lambda inferior à linha maiúscula T , maiúscula K inferior à linha , maiúscula T mais 1 fim de inferior à linha é igual a 0

2 por 2 matriz, maiúscula K inferior à linha , maiúscula T mais 1 fim de inferior à linha é igual a f abre segundo parêntese maiúscula K inferior à linha t , , fecha segundo parêntese menos maiúscula C inferior à linha t fim de coluna , abre parêntese 1.5 a. , fecha parêntese , linha seguinte, numerador , parcial maiúscula U abre segundo parêntese maiúscula C inferior à linha o ,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula C inferior à linha maiúscula T , , fecha segundo parêntese divisão linear , parcial maiúscula C inferior à linha t , fim de denominador , fim de numerador , superior a denominador , parcial maiúscula U abre segundo parêntese maiúscula C inferior à linha o ,Ponto a ponto de ponto ,maiúscula C inferior à linha maiúscula T , , fecha segundo 
parêntese divisão linear , parcial maiúscula C inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fim de denominador , fim de denominador , fim de coluna , abre parêntese 1.5 b , fecha parêntese , fim de matriz

O fazendeiro irá consumir toda a sua colheita no último 
período de sua vida, uma vez que qualquer semente 
restante reduz sua utilidade ao longo da vida.

Formalmente, esse resultado é obtido pelas equações (1.4f) 
e (1.4c), que resulta em 𝜆𝑇𝐾𝑇+1 = 0.

Solução ótima:

𝐾𝑇+1 = 𝑓 𝐾𝑡 − 𝐶𝑡 1.5𝑎
Τ𝜕𝑈 𝐶𝑜, … , 𝐶𝑇 𝜕𝐶𝑡

Τ𝜕𝑈 𝐶𝑜, … , 𝐶𝑇 𝜕𝐶𝑡+1
1.5𝑏

 



A equação (1.5b) fornece a taxa marginal de substituição 
entre consumo em dois períodos adjacentes. Trata-se da 
taxa em que o fazendeiro está disposto a renunciar o 
consumo em t para o consumo um período à frente. 
Fornece também a compensação para uma unidade 
adicional de poupança: o aumento no produto futuro.

 



Apêndice B: Interpretação Matemática da 
Equação de Euler



Interpretação da Equação de Euler
c inferior à linha t

inferior à linha base , d c , fim de base , inferior à linha t c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

maiúscula V inferior à linha t

maiúscula V inferior à linha t é igual a maiúscula U abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese mais Beta maiúscula U abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese

Considere o seguinte problema: Se reduzirmos 𝑐𝑡 em uma 
pequena quantidade 𝑑𝑐𝑡, quanto maior deve ser 𝑐𝑡+1 para 
compensar enquanto deixamos  𝑉𝑡 inalterado? 

Suponha que o consumo além do período t + 1  permanece 
inalterado. Esse problema pode ser resolvido ao considerar 
apenas dois períodos: t e t + 1. 

Considere: 𝑉𝑡 = 𝑈 𝑐𝑡 + 𝛽𝑈 𝑐𝑡+1



Interpretação da Equação de Euler
maiúscula V inferior à linha t

maiúscula V inferior à linha t

0 é igual a d maiúscula V inferior à linha t é igual a d maiúscula U inferior à linha t mais Beta d maiúscula U inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese , d c inferior à linha t mais Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

c inferior à linha t c inferior à linha t

inferior à linha base , d c , fim de base , inferior à linha t é menor que 0

maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese , d c inferior à linha t

maiúscula V inferior à linha t

Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

Ao tomar a diferenciação total de 𝑉𝑡, e lembrando-se de que 
𝑉𝑡 permanece constante, implica que: 

0 = 𝑑𝑉𝑡 = 𝑑𝑈𝑡 + 𝛽𝑑𝑈𝑡+1 = 𝑈′ 𝑐𝑡 𝑑𝑐𝑡 + 𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑑𝑐𝑡+1.

Onde 𝑑𝑐𝑡+1 representa uma pequena mudança em 𝑐𝑡+1, 
provocada ao se reduzir 𝑐𝑡. Uma vez que se reduz 𝑐𝑡,temos 
𝑑𝑐𝑡 < 0. 

A perda de utilidade no período t é definida por: 𝑈′ 𝑐𝑡 𝑑𝑐𝑡

A fim de que 𝑉𝑡 seja constante, isso será compensado pelo 
ganho descontado na utilidade 𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑑𝑐𝑡+1. 



Interpretação da Equação de Euler

abre parêntese c inferior à linha t ,c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , , fecha parêntese

maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese , d c inferior à linha t mais Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a 0

Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a menos maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese , d c inferior à linha t

1 por 2 matriz, numerador , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a denominador , d c inferior à linha t , fim de denominador , é igual a menos numerador , maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese fim de numerador , superior a denominador , Beta maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese , fim de denominador , fim de coluna , abre parêntese 2.16 , fecha parêntese , fim de matriz

Usando o Teorema da Função Implícita, o coeficiente da 
curva de indiferença no espaço 𝑐𝑡 , 𝑐𝑡+1 é denominado 
taxa marginal de preferência temporal:

𝑈′ 𝑐𝑡 𝑑𝑐𝑡 + 𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑑𝑐𝑡+1 = 0

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑑𝑐𝑡+1 = −𝑈′ 𝑐𝑡 𝑑𝑐𝑡

𝑑𝑐𝑡+1

𝑑𝑐𝑡
= −

𝑈′ 𝑐𝑡

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1
2.16



Interpretação da Equação de Euler
c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a menos numerador , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese fim de numerador , superior a denominador , Beta maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese , fim de denominador , , d c inferior à linha t

k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a f abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha t menos c inferior à linha t

c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a f abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese menos k inferior à linha , t menos 2 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , k inferior à linha , t menos 1 fim de inferior à linha

Logo, é preciso aumentar 𝑐𝑡+1 por meio de:

𝑑𝑐𝑡+1 = −
𝑈′ 𝑐𝑡

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1
𝑑𝑐𝑡

As restrições de recursos para os períodos t e t + 1 podem 
ser escritas da seguinte forma:

𝑘𝑡+1 = 𝑓 𝑘𝑡 + 1 − 𝛿 𝑘𝑡 − 𝑐𝑡

𝑐𝑡+1 = 𝑓 𝑘𝑡+1 − 𝑘𝑡−2 + 1 − 𝛿 𝑘𝑡−1



Interpretação da Equação de Euler

c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha c inferior à linha t

maiúscula F plica , abre parêntese k inferior à linha t , , fecha parêntese , d k inferior à linha t é igual a d c inferior à linha t mais d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , d k inferior à linha t

maiúscula F plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais d k inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha menos abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

k inferior à linha t

d k inferior à linha t é igual a d k inferior à linha , t mais 2 fim de inferior à linha é igual a 0

A restrição de recursos precisa ser satisfeita em cada 
período, nos períodos t e t + 1. Usando a regra da cadeia 
para diferenciar 𝑐𝑡+1 em relação a 𝑐𝑡, teremos que:

𝐹′ 𝑘𝑡 𝑑𝑘𝑡 = 𝑑𝑐𝑡 + 𝑑𝑘𝑡+1 − 1 − 𝛿 𝑑𝑘𝑡

𝐹′ 𝑘𝑡+1 𝑑𝑘𝑡+1 = 𝑑𝑐𝑡+1 + 𝑑𝑘𝑡+2 − 1 − 𝛿 𝑑𝑘𝑡+1

Como 𝑘𝑡  é dado, e além do período t + 1 estamos 
restringindo o estoque de capital a permanecer inalterado, 
somente o estoque de capital no período t + 1 pode ser 
diferente de antes. Logo, 𝑑𝑘𝑡 = 𝑑𝑘𝑡+2 = 0.



Interpretação da Equação de Euler

0 é igual a d c inferior à linha t mais d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

maiúscula F plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha d c inferior à linha t

d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha

As restrições de recursos para os períodos t e t + 1 podem 
ser  reescritas da seguinte forma:

0 = 𝑑𝑐𝑡 + 𝑑𝑘𝑡+1

𝐹′ 𝑘𝑡+1 𝑑𝑘𝑡+1 = 𝑑𝑐𝑡+1 − 1 − 𝛿 𝑑𝑘𝑡+1

Essas duas equações podem ser reduzidas a uma equação 
ao eliminar 𝑑𝑘𝑡+1 para dar uma segunda conexão entre 𝑑𝑐𝑡  
e 𝑑𝑐𝑡+1:  
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0 é igual a d c inferior à linha t mais d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha implica d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a menos d c inferior à linha t

maiúscula F plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha menos abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha implica

maiúscula F plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha implica

abre colchete maiúscula F plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese fecha colchete d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha implica

d k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a numerador , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a abre colchete maiúscula F plica , abre segundo parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese fecha colchete

0 = 𝑑𝑐𝑡 + 𝑑𝑘𝑡+1 ⇒ 𝑑𝑘𝑡+1 = −𝑑𝑐𝑡

𝐹′ 𝑘𝑡+1 𝑑𝑘𝑡+1 = 𝑑𝑐𝑡+1 − 1 − 𝛿 𝑑𝑘𝑡+1 ⇒

𝐹′ 𝑘𝑡+1 𝑑𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 𝑑𝑘𝑡+1 = 𝑑𝑐𝑡+1 ⇒

𝐹′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 𝑑𝑘𝑡+1 = 𝑑𝑐𝑡+1 ⇒

𝑑𝑘𝑡+1 =
𝑑𝑐𝑡+1

𝐹′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿

Igualando as duas expressões acima, teremos:
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menos d c inferior à linha t é igual a numerador , d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha fim de numerador , superior a abre colchete f plica , abre segundo parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese fecha colchete , implica

1 por 2 matriz, d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha é igual a menos abre colchete f plica , abre segundo parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese fecha colchete d c inferior à linha t fim de coluna , abre parêntese 2.17 , fecha parêntese , fim de matriz

menos f plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , d c inferior à linha t

abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese , d c inferior à linha t

−𝑑𝑐𝑡 =
𝑑𝑐𝑡+1

𝑓′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿
⇒

𝑑𝑐𝑡+1 = − 𝑓′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 𝑑𝑐𝑡 2.17

Interpretação: o consumo não consumido no período t é 
investido e eleva o produto no período t + 1 por meio de 
− 𝑓′ 𝑘𝑡+1 𝑑𝑐𝑡. Tudo será consumido no período t + 1.

Como não se deseja aumentar o estoque de capital além do 
período t + 1, o aumento não depreciado no estoque de 
capital, 1 − 𝛿 𝑑𝑐𝑡 ,  pode também ser consumido no 
período t + 1.
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Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese implica menos Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese , , chave em baixo , abre colchete f plica , abre segundo parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha segundo parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese fecha colchete d c inferior à linha t , fim de chave em baixo , limite inferior abre parêntese d c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , fecha parêntese

maiúscula V inferior à linha t

maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese , d c inferior à linha t é igual a Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese abre colchete maiúscula F plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese fecha colchete d c inferior à linha t

Isso fornece o aumento total no consumo no período t + 1 
indicado na equação (2.17). A utilidade descontada desse 
consumo extra medido no período t é:

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 ⇒ −𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝑓′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 𝑑𝑐𝑡

𝑑𝑐𝑡+1

Para manter 𝑉𝑡 constante, isso precisa ser igual à perda de 
utilidade no período t. Logo:

𝑈′ 𝑐𝑡 𝑑𝑐𝑡 = 𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝐹′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿 𝑑𝑐𝑡
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d c inferior à linha t maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese

implica numerador , maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha t , , fecha parêntese fim de numerador , superior a denominador , maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , fim de denominador , é igual a numerador , Beta maiúscula U plica , abre parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese abre colchete maiúscula F plica , abre terceiro parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha terceiro parêntese mais abre segundo parêntese 1 menos Delta , fecha segundo parêntese fecha colchete fim de numerador , superior a denominador , maiúscula U plica , abre segundo parêntese c inferior à linha t , , fecha segundo parêntese , fim de denominador

implica 1 é igual a Beta abre parêntese numerador , maiúscula U plica , abre terceiro parêntese c inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha terceiro parêntese fim de numerador , superior a denominador , maiúscula U plica , abre terceiro parêntese c inferior à linha t , , fecha terceiro parêntese , fim de denominador , , fecha parêntese abre colchete maiúscula F plica , abre parêntese k inferior à linha , t mais 1 fim de inferior à linha , , fecha parêntese mais abre parêntese 1 menos Delta , fecha parêntese fecha colchete

Cancelando 𝑑𝑐𝑡  em ambos os lados, e dividindo por 𝑈′ 𝑐𝑡 , 
nós teremos novamente a equação de Euler (2.15):

⇒
𝑈′ 𝑐𝑡

𝑈′ 𝑐𝑡
=

𝛽𝑈′ 𝑐𝑡+1 𝐹′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿

𝑈′ 𝑐𝑡

⇒ 1 = 𝛽
𝑈′ 𝑐𝑡+1

𝑈′ 𝑐𝑡
𝐹′ 𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿
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      y t =  c t +  i t                                                                                                                                                                               ( 2 . 1 )


   y t


   (  c t )


   (  i t )


   ( p r o d u t o ≡ r e n d a )


   y t =  c t +  s t


   i t =  s t


   s t =  y t −  c t =  i t


     𝛥  k  t + 1 =  k  t + 1 −  k t =  i t − 𝛿  k t                                                   ( 2 . 2 )


   k t


  𝛥  k  t + 1


   (  i t )


   ( 𝛿 )


  𝛿 ∈  ( 0 , 1 )


   ( 𝛿  k t )


  𝛿


   i t


   k  t + 1 −  k t =  i t − 𝛿  k t ⇒  k  t + 1 =  ( 1 − 𝛿 )  k t +  i t


   i t > 𝛿  k t  


   i t < 𝛿  k t  


      y t = f  (  k t )                                                                                               ( 2 . 3 )


   k t


   y t


   k t


  f


  k


  k >  


  f  (  k t ) > 0 ,     f  ( 0 ) = 0 ,    f ′  ( k ) > 0 ,     e    f  ′ ′  ( k ) < 0  


     lim  k → ∞ ⁡  f ′  ( k ) → 0   e      lim  k → 0 ⁡  f ′  ( k ) → ∞  


   Y t = F  (  K t , N )


  𝜆


   Y t = F  ( 𝜆  K t , 𝜆 N ) = 𝜆 F  (  K t , N ) = 𝜆  Y t


  𝜆 =  1 / N


   y t =    Y t N =   F  (  K t , N ) N = F  (    K t N ,  N N ) = F  (  k t , 1 ) ≡ f  (  k t )


  F  (  k t , 1 ) ≡ F  (  k t )


  f  (  k t ) =  y t ⇒ f  (  k t ) =  c t +  i t ⇒ f  (  k t ) =  c t +  ( 𝛥  k  t + 1 + 𝛿  k t ) ⇒ f  (  k t ) =  c t +  k  t + 1 −  k t + 𝛿  k t


  ⇒ f  (  k t ) =  c t +  [      k  t + 1 −  ( 1 − 𝛿 )  k t ⏟   i t ] ⇒ f  (  k t ) =  c t +  k  t + 1 −  k t + 𝛿  k t


  ⇒ f  (  k t ) =  c t +  ( 𝛥  k  t + 1 + 𝛿  k t )                                        ( 2 . 4 )


    ⇒ c t = f  (  k t ) −  (  k  t + 1 −  k t ) − 𝛿  k t


  𝛥  k  t + 1 =  k  t + 1 −  k t


   k  t + 1 =  ( 1 − 𝛿 )  k t +  i t


   (  c t )


   


   k  t + 1


   k 0


  f  (  k 0 )


   k 0


   c 0


   k 1


   c 1


   k 2


  T → ∞


  f  (  k t )


   k  t + 1 = 0


   k 0


   c 0


  t = 0


   c 0  m í o p e = f  (  k 0 ) +  ( 1 − 𝛿 )  k 0


   k  t + 1 = 0


  U  (  c t )


      c t = f  (  k t ) −  k  t + 1 +  ( 1 − 𝛿 )  k t   ( 2 . 5 )


  f  (  k t )


   ( 1 − 𝛿 )  k t


   k  t + 1 = 0


   c t =  c ∗


   k t =  k  t + 1 =  k ∗ ,   t = 1 ,   2 , …


   c ∗ = f  (  k ∗ ) −  k ∗ +  ( 1 − 𝛿 )  k ∗ ⇒


   c ∗ = f  (  k ∗ ) −  k ∗ +  k ∗ − 𝛿  k ∗ ⇒  c ∗ = f  (  k ∗ ) − 𝛿  k ∗    ( 2 . 6 )


  𝛥  k  t + 1 =  i t − 𝛿  k t ⇒ 𝛥  k  t + 1 = 0 ⇒  i t = 𝛿  k t


    𝜕 c  𝜕  k ∗ =  f ′  (  k ∗ ) − 𝛿 = 0 ⇒     f ′  (  k ∗ ) = 𝛿   ( 2 . 7 )


   k ∗


   f ′  (  k ∗ ) = 𝛿


   c ∗


   c ∗ = f  (  k ∗ ) − 𝛿  k ∗


   k ∗


     𝜕 2 c  𝜕    k ∗ 2 =  f ″  (  k ∗ ) ≤ 0


   𝛿 1


   k 1


   𝛿 2


   k 2


  1


  2


  1


   k 1


   𝛿 1


  2


   k 2


   𝛿 2


   𝒌 ∗


  c


  f ′  ( k )


   𝒌 ∗


  f ′  ( k )


   k ∗


  f  ( k ) − 𝛿 k = c + ∆ k  


   f ′  ( k ) = 𝛿


   y  n e t = f  (  k t ) − 𝛿  k t


  f  (  k ∗ ) − 𝛿  k ∗ ≥ c + ∆  k ∗


   f ′  (  k ∗ ) − 𝛿 = 0


  𝛿


   f ′  (  k ∗ ) = 𝛿


   k ∗


  𝛿


   k ∗


  𝛿


  𝛿


   f ′  (  k ∗  ( 𝛿 ) ) − 𝛿 ≡ 0


  𝛿


   f  ′ ′  (  k ∗ )  (   d  k ∗  d 𝛿 ) − 1 ≡ 0


    d  k ∗  d 𝛿 =  1   f  ′ ′  (  k ∗ ) < 0          ( 2 . 9 )


  𝛿


   k ∗


   𝒄 ∗


  𝜹


   k ∗


  𝛿


   c ∗ = f  (  k ∗  ( 𝛿 ) ) − 𝛿  k ∗  ( 𝛿 )


   c ∗


  𝛿


    d  c ∗  d 𝛿 =   d  [ f  (  k ∗  ( 𝛿 ) ) − 𝛿  k ∗  ( 𝛿 ) ]  d 𝛿


  =      [ f ′  (  k ∗ ) − 𝛿 ] ⏟  = 0   d  k ∗  d 𝛿 −  k ∗  ( 𝛿 )


  = −  k ∗  ( 𝛿 ) < 0


  𝛿


   c ∗


  t


   k  t + 1 = f  (  k t ) −  c t +  ( 1 − 𝛿 )  k t .


  t


   k t


  t − 1


   k t


   k t


   c t


   k  t + 1


  t


  max ⁡   ∑  t = 0 ∞   𝛽 t U  (  c t )


   k  t + 1 = F  (  k t ) +  ( 1 − 𝛿 )  k t −  c t .


   k t


   k  t + 1


   k t


   c t


   k  t + 1


  t


   y t =  z t  k t 𝛼  n t  1 − 𝛼


   z t


  t


   k t


   z t


   k t


   z t


   c t


   n t


   k  t + 1


   k t


   z t


   c t


   i t


   n t


   k  t + 1


   k 0


   V 0


   V t =   ∑  t = 0 ∞   𝛽 t U  (  c t )


   (  U t ′  (  c t ) > 0 )


   (  U t  ′ ′  (  c t ) ≤ 0 )


   V t


         m a x ⏟   {  C  t + s ,  k  t + s }  V t =   ∑  s = 0 ∞   𝛽 s U  (  C  t + s )   s . a . f  (  k  t + s ) =  c  t + s +  k  t + s + 1 −  ( 1 − 𝛿 )  k  t + s                    ( 2 . 10 )


   k t > 0


  𝛽 =  1 /   ( 1 + 𝜃 )


  0 < 𝛽 < 1


  𝜃 > 0


  𝛽 =  1 /   ( 1 + 𝜃 )


  𝜃


  𝛽 =  1 /   ( 1 + 𝜃 )


  𝛽


  𝜃 = 0


  𝛽 =  1 /   ( 1 + 𝜃 ) = 1


   V t


   ℒ t =   ∑  s = 0 ∞   {  𝛽 s U  (  c  t + s ) +  𝜆  t + s  [ F  (  k  t + s ) −  c  t + s −  k  t + s + 1 +  ( 1 − 𝛿 )  k  t + s ] }  


   𝜆  t + s


   {  c  t + s ,  k  t + s + 1 ,  𝜆  t + s ; s ≥ 0 }


      𝜕 ℒ t  𝜕  c  t + s = 0 ⇒  𝛽 s  U ′  (  c  t + S ) −  𝜆  t + s = 0 ,     s ≥ 0          ( 2 . 11 )


      𝜕 ℒ t  𝜕  k  t + s = 0 ⇒  𝜆  t + s  [  f ′  (  k  t + s ) + 1 − 𝛿 ] −  𝜆  t + s − 1 = 0 ,


  s > 0      ( 2 . 12 )


      𝜕 ℒ t    𝜕 𝜆  t + s = 0 ⇒ f  (  k  t + s ) =  c  t + s +  k  t + s + 1 −  ( 1 − 𝛿 )  k  t + s


   𝛽 s  U ′  (  c  t + S ) =  𝜆  t + s


   𝛽 s  U ′  (  c  t + S ) >  𝜆  t + s


   c  t + S


   𝛽 s  U ′  (  c  t + S ) <  𝜆  t + s


   c  t + S


   k  t + s


  t + s


   𝜆  t + s  [  f ′  (  k  t + s ) + 1 − 𝛿 ] =  𝜆  t + s − 1


   𝜆  t + s − 1 >  𝜆  t + s  [  f ′  (  k  t + s ) + 1 − 𝛿 ]


   k  t + s


   𝜆  t + s − 1 <  𝜆  t + s  [  f ′  (  k  t + s ) + 1 − 𝛿 ]


   k  t + s


        lim  s → ∞ ⁡       𝛽 s U ′  (  c  t + s ) ⏟   𝜆  t + s  k  t + s + 1 = 0   ( 2 . 13 )


   k t


   c t


   k  t + 1


  t + s


   𝛽 s U  (  c  t + s )  k  t + s


  t + s


  t + s


  s → ∞


   𝜆  t + s =  𝛽 s  U ′  (  c  t + s )


   𝜆  t + s  [  f ′  (  k  t + s ) + 1 − 𝛿 ] =  𝜆  t + s − 1


   𝜆  t + s − 1 =  𝛽  s − 1  U ′  (  c  t + s − 1 )


   𝛽 s  U ′  (  c  t + s )  [  f ′  (  k  t + s ) + 1 − 𝛿 ] =  𝛽  s − 1  U ′  (  c  t + s − 1 ) ,     s > 0


   𝛽 1  U ′  (  c  t + 1 )  [  f ′  (  k  t + 1 ) + 1 − 𝛿 ] =      𝛽  1 − 1 ⏟  = 1  U ′  (  c  t + 1 − 1 )


  𝛽  U ′  (  c  t + 1 )  [  f ′  (  k  t + 1 ) + 1 − 𝛿 ] =  U ′  (  c t )


  s + 1


  s + 1


  s + 1


   [  f ′  (  k  t + 1 ) + 1 − 𝛿 ]


   U ′  (  c t )


       𝛽  U ′  (  c  t + 1 )   U ′  (  c t )  [  f ′  (  k  t + 1 ) + 1 − 𝛿 ] = 1   ( 2 . 15 )


     U ′  (  c  t + 1 ) /   U ′  (  c t )


       d  c t  d  c  t + 1 |  d V = 0


       d  c  t + 1  d  c t |  d V = 0


   c t


   c  t + 1


  A


  B


   C 1


   C 2


  C


   C 3


      Y t = F  (  N t ,  K t )   ( 1 . 1 )


   C t +  K t ≤  Y t


  U  (  C 0 ,  C 1 , … ,  C T )


   Y t +  ( 1 − 𝛿 )  K t ≥  C t +  K  t + 1


  𝛿 ∈  [ 0 , 1 ]


     f  (  K t ) ≔ F  ( N ,  K t ) +  ( 1 − 𝛿 )  K t   ( 1 . 2 )


  f  ( 0 ) = 0


         M a x ⏟   (  C 0 , … ,  C T )  U  (  C 0 , … ,  C T )         K  t + 1 +  C t ≤ f  (  K t )   0 ≤  C t   0 ≤  K  t + 1 }  t = 0 , … , T   ( 1 . 3 )    K 0  d a d o 


     {  C t }  t = 0 T


  T < ∞


     0 =   𝜕 U  (  C 0 , … ,  C T )  𝜕  C t −  𝜆 t +  𝜇 t  t = 0 , … , T   ( 1 . 4 a )   0 = −  𝜆 t +  𝜆  t + 1  f  ′  (  K  t + 1 ) +  𝜔  t + 1  t = 0 , … , T − 1   ( 1 . 4 b )      0 = −  𝜆 T +  𝜔  T + 1   0 =  𝜆 t  ( f  (  K t ) −  C t −  K  t + 1 )      0 =  𝜇 t  C t   0 =  𝜔  t + 1  K  t + 1       t = 0 , … , T      t = 0 , … , T   t = 0 , … , T      ( 1 . 4 c )    ( 1 . 4 d )       ( 1 . 4 e )    ( 1 . 4 f )


   𝜆 t


  f  (  K t ) −  C t −  K  t + 1 ≥ 0


   𝜇 t


   𝜔  t + 1


   C t


   K  t + 1


    𝜕 U  (  C 0 , … ,  C T )  𝜕  C t → ∞


   C t → 0


  t = 0 , … , T


   C t > 0


  t = 1 , … , T


   𝜇 t = 0


   𝜆 t


    𝜕 U  (  C 0 , … ,  C T )  𝜕  C t =  𝜆 t


  f  ( 0 ) = 0


   K t > 0


   𝜆 T  K  T + 1 = 0


      K  T + 1 = f  (  K t ) −  C t   ( 1 . 5 a )       𝜕 U  (  C o , … ,  C T ) /  𝜕  C t    𝜕 U  (  C o , … ,  C T ) /  𝜕  C  t + 1   ( 1 . 5 b )


   c t


    d c t


   c  t + 1


   V t


   V t = U  (  c t ) + 𝛽 U  (  c  t + 1 )


   V t


   V t


  0 = d  V t = d  U t + 𝛽 d  U  t + 1 =  U ′  (  c t ) d  c t + 𝛽  U ′  (  c  t + 1 ) d  c  t + 1


  d  c  t + 1


   c  t + 1


   c t


   c t


    d c t < 0


   U ′  (  c t ) d  c t


   V t


  𝛽  U ′  (  c  t + 1 ) d  c  t + 1


   (  c t ,  c  t + 1   )


   U ′  (  c t ) d  c t + 𝛽  U ′  (  c  t + 1 ) d  c  t + 1 = 0


  𝛽  U ′  (  c  t + 1 ) d  c  t + 1 = −  U ′  (  c t ) d  c t


       d  c  t + 1  d  c t = −    U ′  (  c t )  𝛽  U ′  (  c  t + 1 )   ( 2 . 16 )


   c  t + 1


  d  c  t + 1 = −    U ′  (  c t )  𝛽  U ′  (  c  t + 1 ) d  c t


   k  t + 1 = f  (  k t ) +  ( 1 − 𝛿 )  k t −  c t


   c  t + 1 = f  (  k  t + 1 ) −  k  t − 2 +  ( 1 − 𝛿 )  k  t − 1


   c  t + 1


   c t


   F ′  (  k t ) d  k t = d  c t + d  k  t + 1 −  ( 1 − 𝛿 ) d  k t


   F ′  (  k  t + 1 ) d  k  t + 1 = d  c  t + 1 + d  k  t + 2 −  ( 1 − 𝛿 ) d  k  t + 1


   k t


  d  k t = d  k  t + 2 = 0


  0 = d  c t + d  k  t + 1


   F ′  (  k  t + 1 ) d  k  t + 1 = d  c  t + 1 −  ( 1 − 𝛿 ) d  k  t + 1


  d  k  t + 1


  d  c t


  d  c  t + 1


  0 = d  c t + d  k  t + 1 ⇒ d  k  t + 1 = − d  c t


   F ′  (  k  t + 1 ) d  k  t + 1 = d  c  t + 1 −  ( 1 − 𝛿 ) d  k  t + 1 ⇒


   F ′  (  k  t + 1 ) d  k  t + 1 +  ( 1 − 𝛿 ) d  k  t + 1 = d  c  t + 1 ⇒


   [  F ′  (  k  t + 1 ) +  ( 1 − 𝛿 ) ] d  k  t + 1 = d  c  t + 1 ⇒


  d  k  t + 1 =   d  c  t + 1   [  F ′  (  k  t + 1 ) +  ( 1 − 𝛿 ) ]


  − d  c t =   d  c  t + 1   [  f ′  (  k  t + 1 ) +  ( 1 − 𝛿 ) ] ⇒


     d  c  t + 1 = −  [  f ′  (  k  t + 1 ) +  ( 1 − 𝛿 ) ] d  c t   ( 2 . 17 )


  −  f ′  (  k  t + 1 ) d  c t


   ( 1 − 𝛿 ) d  c t


  𝛽  U ′  (  c  t + 1 ) ⇒ − 𝛽  U ′  (  c  t + 1 )      [  f ′  (  k  t + 1 ) +  ( 1 − 𝛿 ) ] d  c t ⏟  d  c  t + 1


   V t


   U ′  (  c t ) d  c t = 𝛽  U ′  (  c  t + 1 )  [  F ′  (  k  t + 1 ) +  ( 1 − 𝛿 ) ] d  c t


  d  c t


   U ′  (  c t )


  ⇒    U ′  (  c t )   U ′  (  c t ) =   𝛽  U ′  (  c  t + 1 )  [  F ′  (  k  t + 1 ) +  ( 1 − 𝛿 ) ]   U ′  (  c t )


  ⇒ 1 = 𝛽  (    U ′  (  c  t + 1 )   U ′  (  c t ) )  [  F ′  (  k  t + 1 ) +  ( 1 − 𝛿 ) ]

