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Informativo

e Uma caracteristica fundamental do modelo de crescimento
neoclassico é que ele admite uma familia representativa.

e Entretanto, para muitas questdoes relevantes, essa nao € uma
hipotese apropriada.

* Por exemplo, se nds quisermos compreender a interacio entre
diferentes geracodes, precisamos abandonar a hipotese de uma
familia representativa.

e Hoje nds analisaremos uma economia na qual novas familias
surgem (nascem) ao longo do tempo.

e Uma caracteristica importante é que as decisdoes tomadas pelas
geracoes mais velhas afetarao os precos enfrentados pelas
geracOes que ainda nao nasceram.

e Os teoremas do bem-estar nao necessariamente se aplicam ao
modelo de Geracdes Sobrepostas (OLG, do inglés Overlapping
Generations).



Modelo de Geragcoes Sobrepostas

» Assim como nos modelos anteriores, assume-se que
o tempo € discreto.

» Em diversas situagcdes supor um agente
representativo ndo € o ideal. Uma maneira de modelar
heterogeneidade € incluir diferentes “geracoes” na
economia:

(i) Familias nao vivem periodo infinitos;
(i)Novas familias nascem com o tempo;
(iii) Velhos e jovens vivem no mesmo espago econdmico.

» Novas interacdes econdbmicas: decisdes dos mais
velhos afetam os precos enfrentados pelas geracoes
jovens.



Modelo de Geragcoes Sobrepostas

» Ao invés de assumir que as pessoas vivem por um
periodo infinito de tempo, considera-se que as pessoas
vivem por apenas um numero finito de periodos.

» Por simplicidade, admite-se que o numero de
periodos que o agente vive € de conhecimento comum.

» Apesar dos agentes viverem por um periodo finito de
tempo, a economia existe por um numero infinito de
periodos. Isso permite que instituicbes como o0 governo
possam existir mesmo depois da morte dos agentes. A
cada periodo nasce uma geracao e morre outra, de
forma que o numero de geracoes existentes em cada
periodo é sempre igual.



Abordagem

4 )
Samuelson: OLG com dotacao e

trocas (sem producao)
\_ /

e Usado para demonstrar a necessidade de
recursos (dinheiro) em uma economia nhao-

eficiente.
4 ™\

Diamond: OLG com producao

\_ J
e Usado para estudar acumulacao de capital e

crescimento em uma economia nao-eficiente.

» Nesta aula, nés iremos focar apenas no modelo com
producao.



Modelo de Geragoes Sobrepostas: Premissas

Estrutura Basica

Estrutura Avanc¢ada




(1) Tempo discreto; agentes vivem por 2 periodos.
Significa que o tempo € dividido em periodos separados:

t =0,1,2,3, ..

» Cada individuo nasce em um periodo t e vive apenas
dois periodos: Juventude (a = 1) e Velhice (a = 2)

» Assim, um agente nascido em t:
é jovememt;
evelhoemt + 1;

morre apost + 1.

» Vamos estudar o caso analitico: 2 geracoes.



(2) Geracao nascida em t vive dois periodosa = 1,2 (em
outras palavras, analisa-se duas geracoes). A expressao

geracao t designha todos os individuos que nasceram no
periodo t.

Periodo Geracao Jovem Geracao Velha

t Geragaot Geracadot —1
t+1 Geracdot + 1 Geracaot

t+2 Geracaot + 2 Geracaot +1

» Jovens (Geracao t): trabalha, recebe renda, consome
e poupa.
» Velhos (Geragcdo t—1): ja trabalhou quando era

jovem; vive de poupanca acumulada ou dos beneficios
recebidos; consome.



» Geracdes sobrepostas: a geragcao jovem e a geracao

velha convivem simultaneamente. Exemplo:

Periodo 0

nasce a geracao 0;
ela é jovem.
Periodo 1

nasce a geracao 1;
geracao 1 é jovem;
geracao 0 é velha.
Periodo 2

nasce a geracao 2;
geracao 2 € jovem;
geracao 1 é velha;

geracao 0 morreu.



(3) Funcao utilidade ao longo da vida:

u(es, cgvr) = ulcp) + Bu(cir)
onde:
ct= consumo quando jovem;
cZ, 1= consumo quando velho;

f = fator de desconto intertemporal.



Modelo de Geragcoes Sobrepostas

» Base de modelos quantitativos para estudar
previdéncia, capital humano, desigualdade de
renda/riqueza, etc (modelos com N - geracoes).

» Vamos estudar o caso analitico: 2 geracoes.

» As figuras a seguir ilustram a sobreposicao de
geracoes para o caso onde cada geracao vive por dois
periodos na economia:



Modelo de Geracoes Sobrepostas

t+ 2




Modelo de Geragcoes Sobrepostas

» Note que no primeiro periodo existem os chamados
“velhos iniciais”, algumas vezes € importante considera-
los com fins de analisar os impactos de bem-estar de
uma dada politica. Em outras ocasidoes, assume-se que a
economia nao teve inicio e desconsidera-se a existéncia
dos “velhos iniciais”, como na figura a seguir:

T~

. 6) -+ I i
Geracdo < Jovem Velho
nascida em t
: Jovem | Velho
0 Jovem : Velho

} - $ - $ - 1 -
0 1 2 3 Periodo t



= Estudos canbnicos: Samuelson (1958), Diamond (1965) e Tirole
(1985).

» Tempo discreto: t € {0,1,2, ..., 0}
= Apesar do tempo ser infinito, os individuos tém vidas finitas:
» Individuos vivem dois periodos: juventude e velhice

= Em um dado instante t, a economia é formada por 2 geracoes:
jovens e velhos:

» Jovens nasceramemt, e seraovelhosemt + 1
» VVelhos nasceramemt — 1
= Foco no equilibrio descentralizado.

= Hipotese simplificadora comum: dotacao de uma unidade de
trabalho quando jovem, apenas consumo quando idoso.



Modelo de Geragoes Sobrepostas: Premissas

Estrutura Basica

Estrutura Avanc¢ada




Alocagdo
intertemporal

Alocac¢ao intertemporal

e O problema a ser resolvido:

— Dado um conjunto de dotagdes iniciais, como alocar os bens de forma étima ao longo
do tempo.

— 0O que significa que a alocagao seja 6tima?



Objetivo

1)

2)

3)

O que vamos aprender?

Caracterizacao do equilibrio descentralizado: Resultado de mercado.
Estudar o 6timo de comando: alocacdo do planejador central.
Compreender o conceito e as implicacdes da regra de ouro.

O modelo é baseado em Diamond (1965) e Samuelson (1958).



Economia Descentralizada



Economia
descentralizada

As Familias

®  Agentes: populacdo jovem, idosa e empresas.

®  Considere que as familias vivem dois periodos.

®* A oferta de trabalho é inelastica e ocorre no primeiro periodo.

® O numero de individuos nascidos em t é N; e evolui segundo:
N, = No(1 + n)t

Onde n é a taxa de crescimento da populagao e N, € a populagao inicial.



Economia
descentralizada

As Empresas

®  Asempresas atuam de forma competitiva.
®* A produgdo possui uma tecnologia com retornos constantes de escala: Y; = F (K, N;)

® Reescrevendo a fungdo de produgao em termos per capita, temos:

Yt = F(EJ) = f(ke)

*  f(k;) é diferencidvel, estritamente cOncava e satisfaz as condi¢des de Inada:

- fO)=0
~ fO=o
~ fle)=0



Economia
descentralizada

Problema das Familias

¢ As familias devem maximizar sua utilidade, representada da seguinte forma:

1
max  u(cye) + mu(cz,t+1) (1)

{Cl,t' C2,t+1

Onde u() é a fun¢do de utilidade da familia nascida em t e 1/(1+6) é o fator de desconto intertemporal da familia.
®  Sujeitoa:
Cie + S¢ =W (2)

Coee1 = (L+741)5S; 3)



Economia
descentralizada

Problema das Familias

®* Acondicdo de primeira ordem (CPO) associada a este problema é:

1+74q

T¥p u'(cze41) (4)

u’(cl,t) =

Intuicdo: na margem, a utilidade de poupar uma unidade do bem de consumo deve ser equivalente a
utilidade de consumi-la amanha.

® Afuncgdo de poupanga é entdo:

S¢ = s(Wg, Tey1),Sw € (0,1),5, =<0 (5)



Economia
descentralizada

Problema das Empresas

® O objetivo das empresas é maximizar o nivel de lucro sujeito a tecnologia (funcdo de producdo):

max I, =F(K,N) —w;N, — K
vy t ( ) tNVe ti¢

(6)
® Ao derivar, encontramos as demandas 6timas dos fatores de producao:
— Trabalho:
we = fke) = kef'(ke) ™)
— Capital:

re = f'(ke) (8)



Economia
descentralizada

Condicoes de Equilibrio

Equilibrio do mercado do capital:

Em termos per capita:

Lei de movimento do capital:

Kit1 = Nes(We, 1e41)

(1 +n)keys = sWe, Te1)

siw(ke), r(ke1)]
1+n

kiy: =

(9

(10)

(11)



Economia
descentralizada

Estabilidade

®  Paraentender a dinamica do modelo, deve-se computar a seguinte equagao:

dkiyq _ —sw(k)kef" (kt)
dk;  1+n —sp(kep)f" (keyr) (12)

— O numerador é positivo porque aumentos de capital estdo associados a aumentos de saldrios e, portanto, de
poupancga.

— O denominador tem sinal ambiguo devido ao sinal de s,..

° Em torno do estado estacionario, a estabilidade LOCAL requer:

s (RS |
Tn =5 ()f70)| (13)




Planejador Central



Planejador
Central

Funcao de Bem-Estar Social

® O planejador central tem a seguinte fun¢dao de bem-estar social:

[0¢]

0= a3 () futer) +
_1+pu €2,0 Z, 1+ R U\ Cq,t 1_|_pu(C2,t+1) (D

® Onde R é o fator de desconto do planejador central, que representa o quanto o planejador valoriza
as geracoes futuras.

— Se R é positivo, o planejador central da menos importancia as geragées futuras.

— SeR =0, o planejador dd a mesma importancia a cada geragao.

— Sel+R-= ﬁ o peso atribuido a cada geragao depende do seu respectivo tamanho.



Planejador
Central

Restricao de Recursos

® Avestricdo de recursos é:

F(K{,Ne) = Kpyq — Kp + Necqp + Ne_qCp (2)

®*  Em termos per capita, temos que:

CZ,
flep) = A +n)kpyq —ke +cqp + 1 +tn )




Planejador
Central

Condicoes de Primeira Ordem

® As condigdes de primeira ordem sao:

w'(cye)  u'(cre) (4)

[e2.c: 1+p (A+RA+n

— [c24] E uma condicdo 6tima intratemporal, na qual a taxa marginal de substituicdo entre gera¢des depende da
1+p

AR gue é a taxa marginal de transformacao.

relacdo

1+ f’(kt+1) (5)

[kel: (1 +n)u'(cqe) = 1+ R u'(C1e41)

— [k;] Trata-se de uma condicdo intertemporal na qual a taxa marginal de substituicdo de cada geracdo é ajustada
pelo fator de desconto do planejador central.



Planejador
Central

Condicoes de Primeira Ordem

®  Combinando as equacdes (4) e (5), obtém-se:

1+ f'(ke)

T+, u’(cz_tﬂ) (6)

u’(cl,t) =

Essa condicdo 6tima descreve a alocacdo intertemporal entre geracdes ao longo do tempo.

®  No estado estacionario, o capital satisfaz a regra de ouro modificada:

f'() =R +n 7)



Modelo de Geragoes Sobrepostas: Premissas

Estrutura Basica

Estrutura Avang¢ada




= Um individuo nascido em t consome ¢ em t (quando jovem) e
Cor+1 €Mt + 1 (quando velho). Suas preferéncias sdo dadas por:

u(cqe) + ru(cztﬂ)

» Emqueu’(:) >0,u""(-) <0,u’(0) = 0. O parametro p é a taxa
de desconto intertemporal (ou taxa de impaciéncia).

»1/1 + p é o fator de desconto intertemporal

» O indice 1 indica juventude, e o indice 2 velhice; t indica o
tempo.

® Jovens estao em idade ativa:

» Possuem 1 unidade de tempo para trabalho, ofertada
inelasticamente; recebem salario wy.

» Essa renda é dividida entre consumo (c;;) e poupanca (s;).
Poupanca se torna capital no segundo periodo de vida.



= A restricao orcamentaria de uma geracao nascida em t na
juventude é expressa por:

Clt +St — Wt

= \Velhos estdo aposentados (nao tem renda do trabalho).

» Recursos advém da renda do capital, acumulado no periodo
anterior, e que agora é alugado as firmas; e da despoupanca
desses ativos.

P Restricdo orcamentaria da geracao nascida em t na velhice (isto
e, vigenteemt + 1):

Cot = (1 + 1p41)S¢



= O problema do individuo nascido em t € maximizar sua utilidade
sujeito as restricoes orcamentarias em cada periodo, tomando
precos como dados (no caso salarioem t e o aluguel do capital em
t+1):

1
max  u(c..) + ——u(c
{c1t,C2t+1,5¢} (e10) 1+ (cat+1)

Sujeito a:
Clt + St — Wt

Cot = (1 + Te41)S¢
We, T41 dados



= Substituindo as restricoes na funcao objetivo:

nggctl}?c {U(Wt —5¢) + (1 j_ ,0) u[(1 + 7"t+1)5t]}

= A condicao de primeira ordem com relagcao a s; €:

1
—u'(cq¢) + <—,0) (1+7r4)u'(ce41) =0

1+
= Portanto:
1+
u'(We —s¢) = ( 1 +t;1> u'[(1+rp0)s]  (11)

= A partir de (1.1), tem-se que a poupanca por jovem € definida
implicitamente por:

St = S(We, Te41)



Funcao Poupanca

= Como s; varia em funcao de w; e 1,1 ? Primeiro, deve-se analisar
o efeito do salario (w;). Diferenciando totalmente, para dado valor
de ;44 (ou seja, comdry,; = 0):

u''(cq¢)(dwy — dsy)

B ﬁ) {1+ 7epq)se - u"[( +1ep0)se] - (U +1p1)dse )

(14 1p41)°

U (c1e)(dwy — dsg) = 1+ p ]u”(C2t+1)dSt (1.2)

= Note que, a partir de (1.2), uma alteracao nos salarios levara a
uma alteracao da poupanca dos agentes na mesma direcao:

ds ( u''(c )

—t =] (€10) a7 € 0D 13
1 I t+1

\u (c1e) +u""(Cc2t41) [ T+p

g

dw;

J

» dadoqueu’'(c) <0



Funcao Poupanca

= Como a utilidade é cbOncava, os individuos tém preferéncia por
trajetorias de consumo mais suaves ao longo do tempo.

» Um aumento em w significa que a renda do primeiro periodo se
expandiu, sem variar a renda do segundo periodo.

» Para manter o consumo relativamente estavel no tempo, os
individuos tentarao “espalhar” esse aumento de renda ao longo da
vida. Assim, parte dessa renda €& consumida hoje, e parte é
poupada. Por causa disso, a derivada acima esta entre zero e 1.

= O efeito de 13,4 sobre poupanca nao e tao evidente. Para ver isso,
suponha que o individuo possui utilidade tipo CRRA, isto é:

(C]_—y
, * 1
u(c) =41-y 4
n(e), v=1

» Assim,u'(c) =c77



Funcao Poupanca

= \/oltando a condicao de primeira ordem (1.1), segue que, nesse
caso:

] [(1 + 7e1)s:]77

= Qu seja:

we — s\ O T
St

1+p
we o G+ p)MY
St (1 + 1p40) /Y
= |solando a poupanca:
__' 1
o L A+t "
U (A1)




Funcao Poupanca

= Note de (1.3) que ds;/dw; € (0,1).

= Repare também que variacoes no aluguel do capital terdo efeito
ambiguo na poupanca dos agentes. Mais precisamente:

)
ds, >0, sey<l1
=0, sey=1
\<O’ sey >1

0Tt 41

= Pode-se interpretar 1 + 1,71 como o preco do consumo hoje,
relativo ao consumo no futuro.

» Para cada unidade que se consome no presente, deixa-se de
poupar uma unidade, que corresponde a 1+ r,; unidades de
consumo no futuro.

» Dessa forma, 1 4+ 1,1 € 0 custo de oportunidade de consumir
no presente.



Funcao Poupanca

= Assim, quando 1,1 aumenta, o preco do consumo hoje se eleva,
dando origem a dois efeitos: o efeito substituicao e o efeito
renda.

= Efeito substituicao: o consumo mais caro hoje faz com que os
individuos substituam consumo no presente por consumo no
futuro. Isso tende a elevar a poupanca.

= Efeito renda: como os individuos ndo tém nenhuma renda no
futuro aléem da renda derivada da poupanca, eles precisarao
poupar para garantir o consumo no futuro.

» Assim, sdo poupadores liquidos e, como tal, percebem efeito
renda positivo derivado do aumento da remuneracao da
poupanca.

» O aumento em 73,4, dessa forma, induz um aumento tanto no
consumo presente como no consumo futuro. Isso contribui para
reduzir a poupanca.



Funcao Poupanca

= A predominancia de cada efeito dependera da elasticidade de
substituicao intertemporal (que € o inverso do pardmetro y na
funcao de utilidade CRRA).

= Sey <1 =7 o (elasticidade de substituicao intertemporal alta), o
individuo substitui com relativa facilidade consumo corrente por
consumo futuro.

P> Efeito substituicao é elevado e domina. Logo, poupanca
aumenta quando 1y, ¢ se eleva.

= Sey > 1 =! o (elasticidade de substituicdo intertemporal baixa),
o individuo € intolerante a variar seu consumo no tempo..

» Efeito substituicao é baixo, e efeito renda domina. Logo,
poupancga diminui quando 13,4 Se eleva.

= Quando y =1 (utilidade log), o efeito renda e o efeito
substituicao possuem a mesma magnitude e, dessa forma, se
cancelam.



Funcao Poupanca

Valorde y Elasticidade Efeito Dominante Impacto de r
intertemporal (o) sobre a poupancga
y <1 Alta Substituicao S aumenta
y=1 Unitaria “empate” S¢ hao muda
y>1 Baixa Renda S¢ diminui




Crescimento Populacional

= Populacao cresce a taxan, isto é:

» Ou seja, cason > 0, as geracdes mais recentes serdo cada vez
maiores.

» Em cadainstante t, se n > 0, ha mais jovens do que velhos.

" Em um instante t, ha N; jovens e N;_4 velhos. Populagcdo em t:

1
t=N;+Nppg =1+ N
t t+1 ( 1+7’l) t



= Operam fungao de producédo Y; = F(K;, N;), que satisfaz retornos
constantes de escala e as condicoes de Inada.

= Para produzir, contratam servicos de capital e trabalho:
» Capitalvem dos velhos em t, que pouparamem ¢t — 1.
» Trabalho vem dos jovens em t, que estdo em idade ativa.

= Firmas operam em ambiente de competicao perfeita. Logo,
escolhem o emprego dos fatores de producao de modo a igualar
as produtividades marginais aos precos dos insumos:

re = f'(ke)
we = f(ke) — kef ' (ke)

Em que k; = K;/N; representa o capital por trabalhador, e f(k;) =
F(K,N)/N = F(k,1) é o produto por trabalhador.

» Note que N; ndo é a populacdo, mas sim o numero de
trabalhadores (ou seja, os jovens em t).



Equilibrio Competitivo

= Sera computado o equilibrio competitivo da economia. Para
tanto, deve-se igualar o investimento e a poupanca da economia
como um todo.

» Por simplicidade, suponha que nao haja depreciacao.
= Em tempo discreto, a lei de movimento do capital é dada por:
Kevi = (A —060)K, + 1,

Ou seja, o capital amanha é o capital hoje que nao foi depreciado
|(1 — §)K,], mais o capital novo introduzido via investimento (/;).

= Se d = 0, entao:
Ii = Ki11 — K¢

» Considerar uma taxa de depreciacdo positiva ndo altera os
principais resultados do modelo.



Equilibrio Competitivo

= Poupanca agregada sera a soma das poupancas da populacao:

» Cada jovem poupa s(wg, 1:41), de modo que a poupanca total
dos jovens é N.s(W¢, T:41).

» Como nao viverdo periodo adicional, os velhos estdo
transformando sua riqueza em consumo (isto €, despoupanca). Ou
seja, a poupanca total dos velhos é: —K;.

= Poupanca total (poupanca agregada) da economia:
St = Nes(We, 1p41) — K

= Em equilibrio, investimento e poupanca sdo iguais:

Kevr — K¢ = NtS(Wt: Ter1) — K¢
It St

Kiy1 = Nes(We, Te41)



Equilibrio Competitivo

= Dividindo pelo numero de trabalhadoresem t + 1 e considerando
que populacao cresce a taxa n:

Nt Nt

Ney1 Nega

S(We, Te41)

= Utilizando agora as condicdes de Otimo provenientes do
problema da firma:

1
kiy1 = (H—n) slfCke) — kef"(ke), [/ (kpyq)] (1.4)

= A equacao acima € a lei de movimento do capital por trabalhador,
que pode serimplicitamente expressa por:

kerr = P(ke)



Lei de Movimento

= Com base na lei de movimento, dada uma condicdo inicial ky >

0, é possivel recuperar a trajetoria completa do capital por
trabalhador {k;};2-

» Dado k,, obtém-se k;:

ki = ¢(ko)

Dado k, obtém-se k,:

ko = ¢p(ky)

E assim por diante.



Estados Estacionarios

= Pode-se utilizar a lei de movimento para avaliar os estados
estacionarios dessa economia:

kerr = d(ke)
= Assuma inicialmente que:

dkiyq

dk,

=¢'(ky) >0



Krsq

Figure: Figura 1
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Estados Estacionarios

= Por exemplo, observe a funcao ¢ que € apresentada na Figura 1.

» Junto com a funcio ¢, exibe-se também uma reta de 45°. Ao
longo dessa reta, k;.; = k;, de modo que o cruzamento da funcgao
¢ com a renda de 45° denotam estados estacionarios.

» No exemplo, ha 4 (quatro) estados estacionarios: 0, k,, kg e k.

= Os pontos k) e k; sdo localmente estaveis pois, em face a
pequenas perturbacoes, a economia retornara a esses pontos ao
longo do tempo.



Andlise do ponto k




Krsq

Figure: Figura 1

-
-

-

’
-
s

A5 (Reyq = k)

kive = p(ke)




0>¢'(k")>1

keiig

ks = phy) |

Figure: Figura 2

ki = ¢(ko)

A% (keyq = ke)
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kir1 = d(ke)
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Estabilidade

= A Figura 2 mostra o caso de k.

" ko < k,. Seja uma perturbacgao tal que ko =k, — ¢, para e >0
pequeno. Pode-se entdo obter k; = ¢p(ky) usando a equacgao da lei
de movimento.

» Use areta de 45° para projetar k; no eixo X.

» Volte mais uma vez a lei de movimento, dessa vez para obter
ko = ¢p(kq).

» E assim por diante.

= Note que a economia retorna a k, ao longo do tempo.

» ko > k,. Seja uma perturbacgao tal que ko =k, + ¢, para e >0
pequeno. Pode-se perceber que o capital por trabalhador se
reduzird no tempo e tenderd a k, no longo prazo.



Andlise do ponto k




Krsq

Figure: Figura 1

keve = P(ke)

A5 (Reyq = k)



Estabilidade

» A andlise de k. é analoga.

= Em ambos os casos, note que a lei de movimento cruza a reta de
45° por cima.

= Derivada de ¢ avaliada nesses estados estacionarios € menor
que 1 (um) (ainclinacao dareta de 45° ¢ igual a 1):

dkiyq
dk,

=¢'(k*) <1
iy

= Quando essa condicao é satisfeita, pode-se dizer que o
estado estacionario é localmente estavel.



Anadlise do ponto kp




Krsq

Figure: Figura 1

A5 (Reyq = k)

s
-
’
-
-

kive = p(ke)




kit

¢'(k")>1

Figure: Figura 3

ASY (kerr = k)
kv = @(ke) |




Estabilidade

» Considere agora o estado estacionario kg; Ver Figura 3.

= Frente a pequenas perturbacdes, a economia nao retornara a
esse ponto ao longo do tempo.

» ko < k). Para ky, = kg — &, o capital por trabalhador decresce
no tempo e ndo se aproxima novamente de k.

» ko > k,. Para ky = kg + €, o capital por trabalhador cresce no
tempo e nao retorna para kp.

= Ou seja, a economia comega em kg, e ela permanecera nesse
ponto se nada ocorrer. Mas, qualquer pequena perturbacao faz
com que a economia nao retorne a kg no longo prazo.

» Dessa forma, kyz € um estado estacionario instavel. Nesse

ponto, a lei de movimento cruza a renta de 45° por baixo, ou seja, a
derivada de ¢p'(kgp) > 1.



Regra de Estabilidade Local

m Pode-se determinar a estabilidade local de um estado
estacionario pela seguinte regra:

( dk
d;:l =¢'(k*) >1 = instavel (cruzamento por baixo)
t |
dk
0< dltcﬂ =¢'(k*) <1 = estavel (cruzamento por cima)
\ bk

A convergéncia (ou divergéncia), nestes casos, ocorre de forma
monotonica.



Regra de Estabilidade Local

= Considere agora o0 caso em que:

= ¢'(k*) = 0

Cujas dinamicas possiveis estdo nas Figuras 4 a 5 a seguir:



Estabilidade

0>¢'(k")> -1

kiiiy

Figure: Figura 4

AS% (keyq = k)

kiv1 = @(ky)




Estados estacionarios

o' (k") <-1

keyis

Figure: Figura 5

AS® (keyy = ke)

\kt-l—l = ¢(ky)




Regra de Estabilidade Local

= A partir das Figuras 4 e 5, note que agora as relacoes de
estabilidade sao resumidas por:

(dk
L = ¢'(k*) >—-1 = estavel
dke |, .
.
dkevt| . o
=¢'(k*) < -1 = instavel
\ dke |,.

Em que tanto convergéncia quanto divergéncia ocorrerao de forma
oscilante.



Estabilidade

= Sem restricoes sobre as formas funcionais, nao ha garantia de
existéncia de um unico estado estacionario com capital positivo
no modelo. Podem tanto existir varios, como nenhum. = A lei de
movimento é dada por:

1 1
kiy1 = (1 n n) S(We, Tepq) = (1 n n) slfCke) = kef'(ke), f/(key1)]

m Diferenciando:

dkerq = (

— n) [=swhef " (kdke + 5. f" (k1) Ak ]

= Segue que:
dketq _ —Swlke) f" (ke)ky
dk;  1+n—si(keyr)f" (keyq)

De onde nao € possivel garantir que a expressao acima € positiva,
muito menos que se encontra entre zero e um.

(1)



Utilidade log, tecnologia Cobb-Douglas

= Neste caso particular, ha um unico estado estacionario com
capital por trabalhador positivo.

» Com u(c) = In(c), usando a condigao de primeira ordem para o
consumidor nascido em t, chega-se a (equivalente a CRRA com
y = 1.

Wi
2+p

St:

Entao:

. B 1 ( ) = Wi
1 =\ )W T ) T NG T )

» Da funcdo de producdo Cobb-Douglas, F(K,N) = K¢N%~ 1,
segue que f(k) = F(K,N)/N = k{. Assim, o salario é dado por:

we = f(ke) —kef'(ke) = (1 — )k




Utilidade log, tecnologia Cobb-Douglas

= A lei de movimento sera dada por:

1
kiy1 = ¢(kt) — [ kg(

A qual é crescente é cOncava. Além disso, ¢'(0) = o e ¢p'(0) = 0,
0 que garante que haja apenas um cruzamento, que ocorre por
cima.

= Assim, ha apenas um estado estacionario com capital positivo, o
qual é estavel. Esse estado estacionario € obtido igualando k;,; =
k; = k™ na equacao acima, o que resulta em:

1

k* = l-a | 2
- [(1 e +p>] @)

= A Figura 6 resume a dindmica do capital neste caso. Repare que
ha um unico estado estacionario com capital positivo. Ainda, esse
estado estacionario é globalmente estavel.



keyid

Figure: Figura

Keyp =

ASY (k1 = k)

l—« =

(1+n)2+p) i




Utilidade log, tecnologia Cobb-Douglas

= Reescreva a lei de movimento da seguinte forma:

e
1+n 1+n)\w. )\ f(k)

» s./w; é a fracdo da renda do jovem alocada na poupanca. E
constante eiguala 1/(2 + p) no caso de utilidade log.

» w./f(k;) é a participagéo do trabalho na renda da economia
(isto €, o labor share). E constante e igual a 1 — a, com tecnologia
especifica.

= | 0ogo, com essa forma funcional especifica, o unico componente
que influencia a lei de movimento € a funcgéo f.

» em outras especificagoes, tanto s/w como o labor share podem
variar, afetando o comportamento da lei de movimento.

» Pode mudar de inclinacdo e até tornar-se convexa ou
decrescente, a depender de como esses dois componentes
variam com k.



Ineficiencia Dinamica

= No modelo de geracoes sobrepostas, o equilibrio
descentralizado ndo necessariamente correspondera a um otimo
de Pareto. Ha uma falha de mercado que sera explorada mais a
frente.

= Suponha utilidade log e tecnologia Cobb-Douglas;

= Deve-se calcular o nivel de capital da regra de ouro. Para isso,
note que podemos escrever a seguinte expressao para o consumo
agregado:

Ce = Necyp + Ne—qcpp = F(Kg, Ni) — (Kppq1 — K¢)

Em que N; representa o numero de jovensem t, e N,_; € 0 numero
de velhos em t. Dividindo por N;:

& _ Necqy N Ni_1¢3¢ _ F (K¢, Nt) B (Key1 — Ki)
Ne N N¢ N¢ N¢




Ineficiencia Dinamica

c. = C +Nt—1c =F(Kt’Nt)_ Kt+1 Nt+1_Kt
t 1t N, 2t N Neoy N N,
Ct = C1¢ T+ Cot =f(kt)—[(1+n)kt+1_kt]

14+n



= Em estado estacionario:
c = f(k) —nk
= Observe que maximizar ¢ = C;/N; é equivalente a maximizar o

consumo per capita. Isso porque:

N, 1
Popt:Nt_l-l'Nt:(l_n)‘l'Nt:[(1+n)+1]Nt

= Desse modo, maximizando a expressao anterior escolhendo o
capital 6timo nos dara a regra de ouro:

f'(kg) =n (3)
= de (2), sabe-se que f'(k) = ak®"1, pode-se chegar a:

a
f (k)=m(1+n)(2+,0)



Ineficiencia Dinamica

= Se « for suficientemente baixo, é possivel que f'(k*) < f'(k,),
implicando que o capital de estado estacionario sera superior ao
capital da regra de ouro.

» Ineficiéncia dindmica.

= Suponha uma economia em estado estacionario em que de fato
o capital esteja acima da regra de ouro. Neste caso, € possivel
fazer uma realocacao em que o nivel de consumo sera maior para

todos os individuos da economia em todos os periodos em relagao
ao consumo do estado estacionario inicial.

» Melhora de Pareto.

m A economia estd inicialmente em estado estacionario com k™ >
k,. Promova a seguinte mudancga:

» Em t,, desinvestir k™ — k, (transformar em consumo.

» De ty + 1 em diante, manter a economia no estado estacionario
comk = kg.



Ineficiencia Dinamica

= Assim, nessa realocacao:

(f(k*) —nk*+ (k* —k;) emt =t

‘e = f(kg)—nkg emt > t,

\

» Assim, ¢; > c* = f(k™) —nk* paratodot > t,. Ver figura 7.

= Como ¢; = ¢1¢ + ¢5:/(1 + n), é possivel aumentar o consumo de
todas as geracoes, corrente e futuras (ou aumentar o consumo de
alguma geracao, sem reduzir o consumo de nenhuma geracao).

» Tem-se, assim, uma possivel melhora de Pareto.

» Asituacao inicial é ineficiente.



Figure: Figura 7

® Implementandomudangaem t,

® Mantendoeconomiano estado
estacionario anterior

fk* ) = nk* + (k* — k)

to—1

to

bkl 2



Ineficiéncia Dinamica
= A falha de mercado ocorre porque trocas intergeracionais nao

sao possiveis.

= A Unica maneira de transferir recursos no tempo é acumulando
capital, mesmo que a taxa de retorno seja baixa. Considere o
seguinte arranjo:

» Retira-se 1 unidade de renda do trabalho de cada jovem em ¢,
totalizando N; unidades.

» Distribuem-se esses recursos entre os velhos igualmente,
sendo que cada velho recebera: N, /N,_; = 1 + n.

» Garante-se que o esquema sera mantido.

= A taxa de retorno desse esquema de transferéncias sera:
1+n
1

= Assim, transferéncias serao mais eficientes do que poupanca.

—1=n>f'(k)



Ineficiéncia Dinamica
= Os agentes ndo conseguem implementar esse arranjo:

» Geracao nascida em t recebera transferéncias da geracao que
nasceraemt + 1.

» Mas ndo é possivel escrever esse contrato em t porque a
geracao futura ainda nao nascem.

= Assim, a falha de mercado ocorre porgue ha um mercado
faltando.

» Trocas entre geracdes nao sao possiveis.
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   k  t + 1 = 𝜙  (  k t )


    d  k  t + 1  d  k t =  𝜙 ′  (  k t ) > 0


  𝜙


  𝜙


   k  t + 1 =  k t


  𝜙


  0


   k A ∗


   k B ∗


   k C ∗


   𝒌 𝑨 ∗


   𝒌 𝑪 ∗


   𝒌 𝑨 ∗


   k A ∗


   𝒌 𝟎 <  𝒌 𝑨 ∗


   k 0 =  k A ∗ − 𝜀


  𝜀 > 0


   k 1 = 𝜙  (  k 0 )


   k 1


  X


   k 2 = 𝜙  (  k 1 )


   k A ∗


   𝒌 𝟎 >  𝒌 𝑨 ∗


   k 0 =  k A ∗ + 𝜀


  𝜀 > 0


   k A ∗


   𝒌 𝑪 ∗


   k C ∗


  𝜙


       d  k  t + 1  d  k t |   k ∗ =  𝜙 ′  (  k ∗ ) < 1


   𝒌 𝑩 ∗


   k B ∗


   𝒌 𝟎 <  𝒌 𝑨 ∗


   k 0 =  k B ∗ − 𝜀


   k B ∗


   𝒌 𝟎 >  𝒌 𝑨 ∗


   k 0 =  k B ∗ + 𝜀


   k B ∗


   k B ∗


   k B ∗


   k B ∗


   𝜙 ′  (  k B ∗ ) > 1


   {            d  k  t + 1  d  k t |   k ∗ =  𝜙 ′  (  k ∗ ) > 1  ⇒  i n s t á v e l   ( c r u z a m e n t o   p o r   b a i x o )   0 <         d  k  t + 1  d  k t |   k ∗ =  𝜙 ′  (  k ∗ ) < 1  ⇒  e s t á v e l   ( c r u z a m e n t o   p o r   c i m a )


       d  k  t + 1  d  k t |   k ∗ =  𝜙 ′  (  k ∗ ) = 0


   {            d  k  t + 1  d  k t |   k ∗ =  𝜙 ′  (  k ∗ ) > − 1  ⇒  e s t á v e l           d  k  t + 1  d  k t |   k ∗ =  𝜙 ′  (  k ∗ ) < − 1  ⇒  i n s t á v e l


   k  t + 1 =  (  1  1 + n ) s  (  w t ,  r  t + 1 ) =  (  1  1 + n ) s  [ f  (  k t ) −  k t  f ′  (  k t ) ,    f ′  (  k  t + 1 ) ]


  d  k  t + 1 =  (  1  1 + n )  [ −  s w  k t  f  ′ ′  (  k t ) d  k t +  s r  f  ′ ′  (  k  t + 1 ) d  k  t + 1 ]


    d  k  t + 1  d  k t =   −  s w  (  k t )  f  ′ ′  (  k t )  k t  1 + n −  s t  (  k  t + 1 )  f  ′ ′  (  k  t + 1 )          ( 1 )


  u  ( c ) = l n  ( c )


  t


  𝛾 = 1


   s t =    w t  2 + 𝜌


   k  t + 1 =  (  1  1 + n ) s  (  w t ,  r  t + 1 ) =    w t   ( 1 + n )  ( 2 + 𝜌 )


  F  ( K , N ) =  K 𝛼  N  𝛼 − 1


  f  ( k ) =   F  ( K , N ) / N =  k t 𝛼


   w t = f  (  k t ) −  k t  f ′  (  k t ) =  ( 1 − 𝛼 )  k t 𝛼


   k  t + 1 = 𝜙  (  k t ) =  [   1 − 𝛼   ( 1 + n )  ( 2 + 𝜌 ) ]  k t 𝛼


   𝜙 ′  ( 0 ) = ∞


   𝜙 ′  ( ∞ ) = 0


   k  t + 1 =  k t =  k ∗


   k ∗ =    [   1 − 𝛼   ( 1 + n )  ( 2 + 𝜌 ) ]   1  1 − 𝛼                            ( 2 )


   k  t + 1 =  (  1  1 + n )  s t =  (  1  1 + n )  (    s t   w t )  (    w t  f  (  k t ) ) f  (  k t )


     s t /   w t


   1 /   ( 2 + 𝜌 )


     w t /  f  (  k t )


  1 − 𝛼


  f


   s / w


  k


   C t =  N t  c  1 t +  N  t − 1  c  2 t = F  (  K t ,  N t ) −  (  K  t + 1 −  K t )


   N t


  t


   N  t − 1


  t


   N t


     C t   N t =    N t  c  1 t   N t +    N  t − 1  c  2 t   N t =   F  (  K t ,  N t )   N t −    (  K  t + 1 −  K t )   N t


   c t =  c  1 t +    N  t − 1   N t  c  2 t =   F  (  K t ,  N t )   N t −  (    K  t + 1   N  t + 1    N  t + 1   N t −    K t   N t )


   c t =  c  1 t +  1  1 + n  c  2 t = f  (  k t ) −  [  ( 1 + n )  k  t + 1 −  k t ]


  c = f  ( k ) − n k


  c =    C t /   N t


    P o p t =  N  t − 1 +  N t =    N t   ( 1 − n ) +  N t =  [  1   ( 1 + n ) + 1 ]  N t


   f ′  (  k g ) = n                                              ( 3 )


   f ′  ( k ) = 𝛼  k  𝜊 − 1


   f ′  (  k ∗ ) =  𝛼  1 − 𝛼  ( 1 + n )  ( 2 + 𝜌 )


  𝛼


   f ′  (  k ∗ ) <  f ′  (  k g )


   k ∗ >  k g


   t 0


   k ∗ −  k g


   t 0 + 1


  k =  k g


   c t =  {       f  (  k ∗ ) − n  k ∗ +  (  k ∗ −  k g )  e m   t =  t 0      f  (  k g ) − n  k g  e m   t >  t 0  


   c t >  c ∗ = f  (  k ∗ ) − n  k ∗


  t >  t 0


   c t =  c  1 t +    c  2 t /   ( 1 + n )


  t


   N t


     N t /   N  t − 1 = 1 + n


    1 + n 1 − 1 = n >  f ′  (  k ∗ )


  t


  t + 1


  t

