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Modelando Crescimento Economico

Até o momento, estudou-se o Modelo de Ramsey-Cass-
Koopmans, cujo equilibrio de longo prazo era estatico.

Mas, agora, deve-se considerar o0 crescimento
econodmico de longo prazo.

Quais sao as fontes de crescimento econOmico?
(1) Acumulo de fatores de producao:
(1.1) Aumento no estoque de capital;

(1.2) Aumento no fator trabalho (crescimento da
populacao, mudancas na taxa de participacao e capital
humano)

(2) Progresso tecnologico.



Fatos sobre Crescimento Economico

Log GDP per capita of selected countries (1820-2018)
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Fatos sobre Crescimento Economico

Log GDP per capita of selected countries (1960-2018)
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Fatos sobre Crescimento Economico

Gross National Income

Gross National Income, PPP

Country billon § § per capita billon $ $ per capita
Macao 48.8 75610 75.1 117340
Singapore 329.7 58390 515.1 90320
Bermuda, 7.6 117740 0.9 86450
Switzerland 736.5 87950 631.3 73620
Germany 3966.1 48600 4770.4 57410
Turkey 748.6 9690  2240.7 26860
Mozambique 15.0 490 39.8 1310
Central African Republic 2.4 520 5.0 1060
Somalia 4.9 320 13.9 900
Burundi 3.0 280 9.1 790

Table 1 By how much do countries differ in GDP per capita?
Factor of (almost) 100 between poorest and richest countries
Source: World Development Indicators, 2019



Fatos sobre Crescimento Economico

Comparing OECD countries
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Figure 2 Development of real GDP per capita in OECD countries (Organisation for Economic
Co-operation and Development — www.oecd.org)



Fatos sobre Crescimento Economico

Catching Up and Staying Behind
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Figure 3 Catching up and staying behind of some countries



Modelo de Solow-Swan

Robert Solow (1956) desenvolveu um modelo neoclassico
visando identificar os determinantes de crescimento de
longo prazo e explicar alguns fatos estilizados sobre as
tendéncias de crescimento em paises desenvolvidos. O
esquema contabil busca medir os principais fatores de
crescimento econdmico: a acumulacao de capital, o
crescimento da forca de trabalho e a mudancas
tecnologicas.

SOLOW, R. M. A Contribution to the Theory of Economic
Growth. Quarterly Journal of Economics, 70, p. 65-94, 1956.

. Technical Change and the Aggregate Production
Function. Review of Economics and Statistics, 39, p. 312-320,
1957.




Modelo de Solow-Swan: Premissas e Equacoes

Crescimento e Desenvolvimento Economico

Crescimento Economico de Longo Prazo




Variavel Simbolo Taxa de Crescimento
Populacao N n
Capital K, n
Tecnologia - U
Produto Y; -
Consumo C; n
Investimento I n
Depreciacao - o




Modelo de Solow-Swan: Comportamento das

FEINES




Modelo de Solow-Swan: Familias

» Afamilia j possui k,{ unidades de capital e h{ de trabalho.

» Cada familia recebe 1y por cada unidade de capital empregada na
produc¢ao, e w; por cada hora trabalhada.

» Arenda da familia j é dada por: rtkg + Wthg.
» Afamilia j utiliza a renda em consumo (cj) e poupanca (Sj).

» Restricdo orcamentaria da familia j:

rtk,{ + Wthg = cg + Sg (1)



Modelo de Solow-Swan: Familias

» A cada periodo, existem N, familias, de forma que a restrigcao
orcamentaria agregada € expressa por:

N N¢ N N
re )kl twe ) b= cl+ ) s 2)
j=1 j=1 j=1 j=1

» Suponha que todas as familias sao idénticas: familia
representativa (agente representativo, residente representativo,

dinastia)!
TtNtkt + WtNth't —_ NtCt + NtSt (3)

» Usando letras maiusculas para representar variaveis agregadas,
obtém-se a seguinte forma para a equacao (3):

Nth + Wth — Ct —+ St (4‘)



Modelo de Solow-Swan: Familias

» A partir da contabilidade nacional, sabe-se que o investimento
agregado ¢é igual a poupanca agregada. Usando esta informacao, a
equacao (4) passa a representar a identidade entre receita e

despesa, isto é:

rele + wele = Ce + g (5)
Yi

» A oferta de trabalho é inelastica: h{ = 1,Vt,j. Cada familia ira
ofertar uma unidade de trabalho no tempo.

» Se toda populacao ofertar trabalho, nés teremos H; = N, do
contrario, nés teremos H; = L;, em que L; representa a forca de
trabalho que é igual a mao-de-obra empregada na economia.

» Cada familia poupa uma fragcdo constante da renda, de modo
que St — O-Yt, onde Yt — ’I‘th + Wth.



Modelo de Solow-Swan: Tecnologia das Firmas




Funcao de Producao Neoclassica

» A funcao de producao agregada neoclassica é dada por:

Y = F(K;, At X Nt) (1)

A producao é funcao de trés insumos:
Estoque de capital (K;)

Estoque agregado de mao-de-obra(N,)

Progresso tecnologico, estado da tecnologia ou eficiéncia do
trabalho (4;).



Funcao de Producao Neoclassica

» A funcao de producao depende, basicamente, do capital
e do trabalho, mas Solow supés uma forma especial de
mudanca tecnologica em que as variacoes de A causam o
mesmo aumento no produto marginal de Ke N.

A equacao (1) pode ser escrita da seguinte forma:

Y; = Ay X F(K;, Ny ) (2)

Seguindo notacao de Wickens (2012), iremos utilizar letras
maiusculas para valores em nivel (ou valores agregados), e
letras minusculas para valores per capita.



Funcao de Producao Neoclassica

A funcao de producao neoclassica possui as seguintes
propriedades (ou hipoteses):

(1) A funcao de producao é homogénea de grau 1, de modo
gue as firmas exibem retornos constantes de escala. Por
exemplo, se as firmas dobram os insumos, a producao
também é dobrada; se as firmas triplicam os insumos, a
producao também é triplicada, e assim por diante:

Y, = F(2K;,2N; ) = 2F (K, N;)
Y, = F(3K;,3N; ) = 3F (K, N;)
Assim:
AY, = F(AK;,AN; ),VA > 0



Funcao de Producao Neoclassica

Com essa propriedade (hipotese), torna-se possivel ignorar
problemas de organizacao industrial, tais como: numero
otimo de firmas em um mercado competitivo.

Nao havera necessidade de se discutir que existem 10 firmas
operando uma maquina cada firma, ou se tem uma firma
operando 10 maquinas! O total produzido € o mesmo!

Claro, ha uma questao estratégica: um monopolista tem
comportamento estratégico diferente de uma empresa no
mercado competitivo.



Funcao de Producao Neoclassica

Outra utilidade importante da hipotese de retornos
constantes de escala € tornar possivel obter a igualdade
entre produto e renda a partir das condicoes de primeira
ordem para maximizacao de lucros e do Teorema de Euler
para funcdoes homogéneas.

Segundo o Teorema de Euler, se f: R"™ — R for uma funcao
homogénea de grau Kk, entao vale que a soma das derivadas
parciais sera igual a Kk vezes as funcdoes ponderadas pelo
argumento (x;):

n

Exiaa_aj;-: Kf

=1



Funcao de Producao Neoclassica

(2) Ambos os fatores de producao sao necessarios:
F(O,N,) = F(K;,0) = 0, para qualquer K, N.

(3) Ambos os fatores de producao contribuem ao produto.
Assim os produtos marginais do trabalho e do capital serao
dados por:

OF(K,, N,) 9Y,
PMgK, = ~Zt5 )
9% ="k, oK,

OF (K., N,) dY,
PMgN, = S )
g N, N,




(4) A firma possui produtividade marginal decrescente,
ou seja, F € concava em ambos os argumentos:

0°F(Ky,N)  0°Y, OPMyK

0K):  ak): ok Y

~ Of"(K¢/Np)
==k <0

1
—Ef (k) <0

Logol f”(kt) <0



Funcao de Producao Neoclassica

Rendimentos decrescentes: o acréscimo de produto por
conta do acréscimo de um fator de producao é decrescente.

02F (K., N;) 0%Y;
0K? 0K?
02F (K., Ny)  0%Y,
ONZ 0N

<0

<0




Contabilidade do Crescimento

Capital: o produto marginal do capital (PMgK) indica o
guanto cresce o produto quando o capital aumenta de uma
unidade. Quando o capital aumenta em AK unidades, o
produto varia, aproximadamente, em AY = PMgK(AK):

AY
AY = PMgK (AK) = PMgK =

PMgK = F(K + 1,N) — F(K, N)



Contabilidade do Crescimento

Trabalho: o produto marginal do trabalho (PMgN) mostra o
aumento o produto quando o trabalho é acrescido em uma
unidade, isto é, quando o trabalho aumenta de AN

unidades, o produto cresce, aproximadamente, de AY =
PMgN(AN):

AY
AY = PMgN(AN) = PMgN = —

PMgN = F(K,N + 1) — F(K,N)



Contabilidade do Crescimento

Capital e Trabalho: o aumento do produto decorre de duas
fontes: mais capital e mais trabalho. Podemos dividir este
aumento usando os produtos marginais de ambos os
INSUMOS:

AY = PMgK(AK) + PMgN(AN) (3)

A equacao (3) mostra como atribuir o crescimento a cada
fator de producao. A equacao (3) pode ser convertida da
seguinte forma:

(), ()




Contabilidade do Crescimento

Se a funcao de producao neoclassica apresenta retornos
constantes de escala, o teorema de Euler indica que a soma
dessas parcelas é igual a um. Assim:

AT AY AK (1 )AL

T Y K L
onde a é a parcela do capital e (1 - a) é a parcela do
trabalho. A inclusao de mudancas tecnoldgicas acrescenta
um novo termo a equacao que representa o crescimento
econdmico:

AY AK+(1 )AL_I_AT
vy ~ %k T

Em que AT /T é o residuo de Solow.



Funcao de Producao Neoclassica

A condicao de otimizacao de lucros por parte das firmas
exige que o valor pago pelo uso de cada fator seja igual a
produtividade marginal deste fator. Dessa forma, o salario
real (w;) deverd ser igual a produtividade marginal do
trabalho:

B 0F (K., N;) B dY;
- 0N, 0N,
PMgN;

Wt

N

A taxa de juros (r;) deverd ser igual a produtividade
marginal do capital:

. aF(Kti Nt) . aYt
- 0K, 0K,
PMgK,

Tt

N




Funcao de Producao Neoclassica

Substituindo estas igualdades na definicao de renda, obtém-
se o calculo do PIB pela o6tica da renda:

oY, oY,

Yt=Tth+WtNt aK Kt-l_aN
t t

Nt — F(KtJ Nt)



Funcao de Producao Neoclassica

(5) Assume-se que a funcao de producao satisfaz as
Condicoes de Inada:

Se N » 0, PMgN; — o©
SeK; - 0,PMgK; —» o

lim

K—-0 K—0 K—-0

0F (K¢, N
[ (K, t)]— 1m[—]—11mPMgKt—>oo

lim
N—-0

aF(Kt’Nt) % lim PMgN, — o
N—>O ON; ~ Ny g



Funcao de Producao Neoclassica

Se N, - o, PMgN; — 0
Se Ky - o0, PMgK; —» 0

K—o00

. aF(KtJ Nt)
Iglm K —| = lim PMgK, — 0

il aNt N—>oo T = o gie =

N—>o00 t N—o00



Funcao de Producao Neoclassica

Se K; =0 ou N; =0, entdo Y; =0: F(K;,0) = F(O,N;) =
0

As condicdes de Inada implicam que:

9 Se Kt=0, entao kt:Kt/Nt:O e yt:Yt/Nt:O'
Assim, f(0) =0

- Como PMgK, = f'(k), entdo:

f'(k) >0
f'(0) = oo
f'(0) =0



Funcao de Producao Neoclassica

Em resumo:

f(0)=0
F1(k) > 0
F1'(k) < 0

£1(0) = oo



Funcao de producao per capita

yu

y = f(k)




Modelo de Solow-Swan: Equacoes de

Movimento




Equacoes de Movimento

» Relaciona os valores das variaveis em t+ 1 com os
valores das variaveis em t.

» Considere H; = N;. A regra de movimento do trabalho
sera dada por: N;y; = (1 + n)N,.

» Aregrade movimento do capital sera dada por:
Kiy1 = (1 —8)K;: + I (7)

» Note que essa regra pode ser reescrita como:

Kiy1 = (1 —=8)K + oty = (1 —8)K, + oF (K, Ny)  (8)
St=1t



Equacoes de Movimento

»E possivel (e desejavel) juntar as duas regras de
movimento e escrever a regra de movimento do capital
por trabalhador, isto é, per capita (k;):

K 1-6)K
e+1 _ ( ) t L, F(K,N,)
Nty1 Niyq Niyq
= 1+Tl)Nt =(1+Tl)Nt
_d -0k F(K,, N,)
(L+mN, (1 + n)Nt Lot
L \J0-9K o — F(K N)\
— 3 >
1+n)| N, N, Pt 4
1 (1 - 5)Kt Kt Nt
= * + oF , >
1+n/| N N.'N; )|




Equacoes de Movimento

» Definindo f(k;) = F(K,, 1), obtém-se:
(1 +n)kepy = (1 — 6k + of (kt)

» Produto por trabalhador:

Y,  F(K¢ Ne) K: N;
Yt TN, N, N,’ N, (ke, 1)
— f(kt)
Em que:

Yy € o produto por trabalhador;

k; é o estoque de capital por trabalhador

(9)

(10)



Equacao de Movimento

Acumulacao de capital:

» Capital aumenta ao longo do tempo com
Investimento;

» Capital diminui ao longo do tempo por conta da
depreciacao.

AKt+1 —_ It — 6Kt ou Kt —_ It — 5Kt

& € (0,1): taxa de depreciacdo (exdgena)

AK;,q1 ou Kt: variacao do estoque de capital entre dois
periodos (por unidade de tempo):



Equacao de Movimento

5t+1 — K£ — It 6Kt = Kt+1 — It + Kt 6Kt =

Kiyr =1 + (1 - 8K,



Equacao de Movimento

A populacao (e numero de trabalhadores) cresce a taxa
exogena n. Como AN;,{/N; = n, entdo:

Nt —_ (1 + n)tNO

Alternativamente:



» Juros e Salarios:

K;
Yi = F(K;, N¢) = N f (Nt>

O produto marginal do capital pode ser expresso por:

PMgK,
O ND 0% (Y
aKt aKt_ tf t Nt _f t

De forma que 1. = f'(k;). De forma semelhante, é possivel
mostrar que w; = f (k) — f'(k.)k;.



Poupancga e Consumo per capita

» Poupanca per capita.

S =— =0—=0Y; (11)

» Consumo per capita:

G Yi—=S5 Y 5

Ctth_ N, —E_M=J’t_03’t

= (1 -0y (12)




Exemplo: Funcao de Producao Cobb-Douglas




Funcao de Produ¢ao Cobb-Douglas

Ve = AKENE® = ¥, = (1 + ) KENE®

Em que: 4g =1 A4, = A,(1 + u)t é a produtividade
total dos fatores.

Seguindo notacao de Wickens (2012), iremos utilizar letras
maiusculas para valores em nivel, e letras minusculas para

valores per capita.

Como a funcao de producao é homogénea de grau 1, pode-
se reescrevé-la da seguinte forma:

Y K a N 1-a
ﬁt =1+ (ﬁ) (ﬁt) =y =1+ Wk
t r r



Funcao de Produ¢ao Cobb-Douglas

Em termos per capita (ou por trabalhador):

Yo _AKENTS(KENEC\ (KE
YETN, N, ‘N, N, ‘\ N,
=1
=y, = Akf

Retornos constantes de escala:

— /'LCZ+1—aAthaNt1—C¥ — AAthaNtl—a — AF(Kt, Nt)



Funcao de Produ¢ao Cobb-Douglas

Produto marginal do capital:

OF (K, N;) 0Y,
= — = PMgK, = A,aKF "N~
IK, IK, git taA B¢ t

Em termos per capita:

K&\ [Ny~
=Ata( N, )( N, >=Ata:k“‘1

N

=1

Positivo, decrescente em K¢, poisa —1 <0
PMgK; — 0 quando K; —» o
PMgK,; — o quando K; — 0



Funcao de Produ¢ao Cobb-Douglas

Produto marginal do Trabalho:

OF (K, N;) oY,
= — = PMgN; = A;(1 — a)KFN; %1
IN, N, UL (1 — a) K" Ny

— At(l - CX)KtaNt_a
Em termos per capita:

a —a

K¢ Ny
=A(1—-a) NN, = Ac(1 - a)K{

=1

Positivo, decrescente em N;:
PMgN; —» 0 quando N; — o©
PMgN; — oo quando N; —» 0



Modelo de Solow-Swan: Restricao de Recursos




Assim como no Modelo de Ramsey-Cass-Koopmans, tem-se
as seguintes relacoes:

Economia Fechada e sem Governo:

Yt — Ct‘l‘It :F(K,N)



Taxa de Poupanca

A populacao poupa uma fracao constante (s) da renda:

Ce/N¢ Ct
=s=1- =1—-—— 10
T Y /N¢ Yt (10)
Y Y

Se a taxa de poupanca é constante, entao a taxa de investimento
também é constante:

Iy .
St = Yt = lt (11)
Se _ I
Y, —C =1, > —=—
t t t Yt Yt

St



Taxa de Crescimento do Capital

A taxa de crescimento do capital € dada por:

Mevs I Ke  AKews _ o
Ko Ko Ko KoK
I/Y:

K./Y:
Y/N,
“K /N,

_ Y

Ky




Taxa de Crescimento do Capital per capita

A taxa de crescimento do capital per capita é dada por:

Ak AK AN Ak
t+1 _ t+1 t+1 t+1=5&—(5+n)
ki K; N; ki ki

E, assim, tem-se que:

Akiyq = sy — (6 + n)k;



Calculo alternativo

Lembrando que k; = K;/N; ey, =Y;/N; = f(k;)
Dividindo a equag¢ao de acumulagao de capital por N;:
Kt —_ SYt — 61{1:

Ke _ ) 5t i (k,) — 8k (%)
e _ — — *
N, SNt N, ¢ = Sf (k¢ t

Note que:



Calculo alternativo

_ d(K:/N¢) . KtNt — KtNt _ Kt B K¢ Nt _ ﬁ —nk
‘ dt N2 N, NN, N, ‘

Logo:

— =k + nk,  (+%)



Calculo alternativo

Combinando (*) e (**), teremos:
kt = sf (k) — 6k (%)

K, .
ﬁi = k¢ + nky (x%)

sf(k,) — 8k, =k, + nk,

Pode-se entao obter a lei de movimento do capital por
trabalhador ou lei de movimento do capital per capita:



Calculo alternativo

Sf(kt) — 6kt — kt + let

ke = sf (k) — ke — nk,
ke = sf(ky) — (6 + n)k,

Com base nessa equacao acima, para um dado estoque de
capital por trabalhador inicial k,, é possivel obter toda a

trajetoria futura de k; e das demais variaveis enddgenas do
modelo.



Modelo de Solow-Swan: Estado Estacionario




Modelo de Solow-Swan: Estado Estacionario

Definicado: uma economia se encontra no estado
estacionario quando todas as suas variaveis (estoque de
capital, produto, consumo, investimento e poupanca)
assumirem valores constantes no tempo.

» Encontrar o estado estacionario equivale a encontrar
os pontosemque k;,1 = k; = k.

» Para determinar o estado estacionario, € valido
escrever a equacao (9) da seguinte forma:

(1 —=96)ks +sf(ks)
» Dessa forma, encontrar um estado estacionario é

equivalente a determinar um ponto fixo da funcao
g:R - R.




Modelo de Solow-Swan: Estado Estacionario

» Dessa forma, encontrar um estado estacionario é
equivalente a determinar um ponto fixo da funcao
g:R - R.

» Encontrar um ponto fixo para (13) € equivalente a
resolver a equacao nao-linear:

(n+8)ke —sf(ke) =0 (14)



Modelo de Solow-Swan: Caminho de

Crescimento Equilibrado




Caminho de Crescimento Equilibrado

» Considere uma economia que se encontra no estado
estacionario, com k =k, e, portanto, y=y.. E
possivel obter o produto dessa economia por meio de
uma multiplicacdo simples: Y; = N;y*. Nota-se que Y;
cresce a uma taxa igual a n, que é a taxa de crescimento da
populacao.

» A implicacao mais imediata desse resultado é
que, quando se trata com as variaveis propriamente
ditas, ao invés da variavel em termos per capita, nao
é possivel caracterizar um estado estacionario,
exatamente por esta razao que € apropriado resolver
o modelo em termos per capita.



Caminho de Crescimento Equilibrado

» Como todas as variaveis correspondem ao valor da
variavel per capita multiplicado pela populacdo, €
possivel usar o argumento acima para concluir que o

consumo, o0 Iinvestimento e o0 estoque de capital
crescem a taxan.



Caminho de Crescimento Equilibrado

» Definicdo: uma economia se encontra em um
caminho de crescimento equilibrado quando todas as
variaveis crescem a uma taxa constante.




Modelo de Solow-Swan sem Crescimento

Populacional e sem Progresso Tecnoloégico: 6k




Produto, Consumo e Investimento

Produto por
trabalhador, flk)
y /
e
Y, / Sl
-
i

Capital por
k, trabalhador,
k



Depreciagao por 0 = taxa de depreciacao
trabalhador, ok = a fragdo do estoque de capital

que se deprecia (desgasta) a

cada periodo

ok
o
1
Capital

trabalhador,
k



Acumulacao de Capital

Ideia bdsica: o investimento aumenta o estoque de
capital, enquanto a depreciagdo o diminui.

Mudanca no est. capital = investmento — depreciacao
Ak = i - ok

Uma vez que i = sf(k) , torna-se:

Ak = sflk) — ok




Equacao de Movimento do Capital

Ak = sf(k) — ok

e Equacao central do modelo de Solow-Swan

e Determina o comportamentos do capital ao longo
do tempo que, por sua vez, determina o
comportamentos de todas as outras variaveis
endogenas porque elas dependem de k. Por

exemplo:
renda percapita: y = f(k)

consumo per capita: ¢ = (1-s)f(k)



Estado Estacionario

Ak = sf(k) — 6k

Se o investimento € suficiente para cobrir a depreciacao
[sf(k) = Ok ], entdo o capital per capita ira permanecer
constante: Ak =0.

Essa situacdo ocorre para um valor de k, denotado k,
chamado de o estoque de capital no estado
estaconario.



Estado Estacionario

Investimento
e Depreciacac

X

Capital por
trabalhador,
k



Movendo-se em dire¢ao ao estado estacionario

Ak = sf(k)— 5k
Investimento
e Depreciacag

X

Ak

Investimento |

. > Depreciacio

AN

Capital por
trabalhador,
k

Ky Kk



Movendo-se em dire¢ao ao estado estacionario

Ak = sf(k)— 5k
Investimento
e Depreciacao ok

Capital por
trabalhador,
k



Movendo-se em dire¢ao ao estado estacionario

Ak = sf(k)— 5k
Investimento
e Depreciacao

Investimento

. deﬁareciagéo

i

K, k* Capital por

trabalhador,
k



Movendo-se em dire¢ao ao estado estacionario

Ak = sf(k)— 5k
Investimento
e Depreciacao ok

Capital por
trabalhador,
k

k, k, k*



Movendo-se em dire¢ao ao estado estacionario

Ak = sf(k)— 5k
Investimento
e Depreciacao

Resumo:
Equanto k< k', 0 P
investimento excederda |
Depreciacdo e k
continuara a crescer em
direcdoa k'.

e

Capital por
trabalhador,
k

i, k*



Modelo de Solow-Swan: Estado Estacionario

Investment,

Depreciation Depreciation 6K

Investment sY

_~
*

Capital, K



Contabilidade do Crescimento

k 1 k




Capital e Produto no Modelo de Solow-Swan

Investment,
Depreciation, Depreciation 6K

Output

Qutput Y

Investment sY

-~
*

Capital, K



Modelo de Solow-Swan sem Crescimento
Populacional e sem Progresso Tecnolégico (6k)

Mudancas na Taxa de Depreciacdo (6)




Um aumento na taxa de depreciagao

Investment, New Depreciation 6,K

Depreciation

Old Depreciation 6K

Investment sY

%]
[uY

Capital, K



Modelo de Solow-Swan com mudanca

populacional: (6 + n)k




Equilibrio de Longo Prazo

f (k)

(B +n)k

sf (k)




Estado Estacionario

Em estado estacionario, k; = 0 ou Aky,; = 0, de modo
que: sf(k*) — (6 + n)k”

» k™: capital por trabalhador de estado estacionario;

» Investimento por trabalhador = depreciacido por
trabalhador (ajustando pelo crescimento populacional)

Se k, = k*, entdo k; = 0:

» Nessa situacao, capital por trabalhador se mantém
constante ao longo do tempo (a nao ser que algum
choque ocorra).

» Outras variaveis também se mantém constantes no
tempo:y* = f(k*),i* =sy*, c*=(1—-s)y"
Trata-se da tendéncia de longo prazo da economia.



Trajetoria do capital per capita: ko < k’

f (k)

_ (0 +n)

sf (k)




Trajetoria do capital per capita: ko < k’

» Suponha capital por trabalhador inicial abaixo do
nivel de estado estacionario: ky < k”

» Nessa situacdo, investimento > depreciacao (por
trabalhador):

—> Capital por trabalhador cresce ao longo do tempo
(k; > 0)

— |nicialmente, crescimento é elevado, pois capital é baixo
e PMgK é alta.

> A medida que o capital acumula, PMgK diminui, e taxa de
crescimento se reduz.

- No longo prazo, k; — k.



Trajetoria do capital per capita: ko < k’

-tempo



Trajetoria do capital per capita: ko > k’

f (k)

(6 +n)k

sf (k)




Trajetoria do capital per capita: ko > k’

» Suponha capital por trabalhador inicial acima do nivel
de estado estacionario: ky > k”

» Nessa situacdo, investimento < depreciacao (por
trabalhador):

4 Capital por trabalhador decresce ao longo do tempo
(k; < 0)

— Inicialmente, decrescimento é elevado, pois capital é alta,
mas e PMgK é baixa.

> A medida que o capital acumula, PMgK aumenta, e taxa
de decrescimento se reduz.

- No longo prazo, k; — k.



Trajetoria do capital per capita: ko > k’

Figure: Trajetéria do capital por trabalhador (kg > k*)

~tempo



Caso Cobb-Douglas

* F(K;, Ny) = Ath,fotl_a} f(kt) = Atk?
= Em estado estacionario:

sf(k*) =(6 +n)k”
SA (k)% = (6 +n)k”

= Logo:




Caso Cobb-Douglas

= Capital por trabalhador de estado estacionario:
1

k*_ SAt 1-a
- \5+n

* Produto por trabalhador de estado estacionario:

a

sA, \1-a —~/ S \1-a
y* =At(k*)a =At (5 +tn) ZA%—Q{( )1 a




Estabilidade

= O Modelo de Solow-Swan tem dois estados estacionarios:
k=k*ek =0.

—> se k = 0, investimento e depreciacao sao iguais a zero.

— se nada ocorrer, a economia permanece nesse ponto.

» Mas k = 0 é um estado estacionario instavel:

—> se ocorrer uma pequena perturbacdao, a economia nao
retorna para k = 0

- Suponha ky =0+¢, em que €¢>0 é um numero
pequeno.

—> Nessa situacao, investimento > depreciacao, e o capital
acumula (nao retorna para zero)



Estabilidade

Figure: Estado estacionario k =0

f ()

- (@ +n)k

sf (k)




Estabilidade

» Jdk = k¥ é um estado estacionario estavel.

* Frente a perturbacdes em torno de k™, a economia move-
se em direcao a esse estado estacionario.

- Se ko = k™ — ¢, investimento > depreciacao; o capital
caminha em direcdo a k™ ao longo do tempo.

- Se ko = k™ + ¢, investimento < deprecia¢ao; o capital
caminha em direcdo a k™ ao longo do tempo.

* Na verdade, para qualquer ky > O:

k; = k*,quandot — o



Estabilidade

Figure: Estado estacionario k = k*

f (k)




Mudanc¢a na Taxa de Poupanc¢a

(n +d)k

sy




Taxa de Crescimento do Capital per capita

Defina:

Ak iy
ki

=y & Akiy1 =Yk

Qual é o maior valor do crescimento do estoque de capital
gue uma economia consegue sustentar?



Diagrama de Fases

kt+1'§'

sy =0 +n)k

Akeiq = sy, = (0 + n) k




Diagrama de Fases

Kea14




Taxa de Crescimento do Capital per capita

Defina:
Akt iq YVt

=y=s|{—|— (0 15
= S(kt (5+m) (15)
Temos que:
d s |0 S k: 0
S22 X 2y e oo (16)
dk; kq|0k; k; k; vy Ok,

Pois a elasticidade do capital € dada por:
ki 0y:
Vi Ok

<1



Modelo de Solow-Swan com mudanca
populacional: (6 + n)k

Elevacdo (Reducao) Populacional (n)



Efeitos do Crescimento Populacional

(0 +n,)k

(0 +n))k

sf(k)




Efeitos do Crescimento Populacional

(0 +nyk

sf(k)




Evidéencias internacionais sobre crescimento

populacional e renda per capita

100,000

Renda per
capita em
2000 (escala
logaritmica) |, g0 -

1,000 |

100

0 1 2 3 4 5

Crescimento populacional
(percentual ao ano; média 1960-2000)



Efeitos do Crescimento Populacional

Analise de Estatica Comparativa no Modelo de Solow com Crescimento Populacional

Variaveis Nivel de Equilibrio Taxa de Crescimento no Equilibrio
sT ke T,y T, cx T, 5% 1 Nao muda
n’ k* J«,y*l, c*d, 5% Aumenta

Onde: T = aumenta; v = diminui; * = equilibrio




Modelo de Solow-Swan com mudanca
populacional: (6 + n)k

Mudanca na Taxa de Poupanca (s)



Mudanc¢a na taxa de poupanca

Lembre-se que o capital por trabalhador evolui de acordo
com a seguinte equacdo: k; = sf(k;) — (6 + n)k;

Em estado estacionario: sf(k*) = (6§ + n)k”

» Suponha a economia inicialmente em estado
estacionario com taxa de poupanca sy:

—> capital por trabalhador: k,
-> produto por trabalhador: y; = f(k,)

» No instante t,, a taxa de poupan¢a aumenta
permanentemente para Sg > Sy



Mudanc¢a na Taxa de Poupanca

Figure: Aumento na taxa de poupanca

Para qualquer valor
positivo do estoque de

capital inicial, a
economia ira convergir
para o) estado

estacionario, e nele
permanecera até que
ocorra alguma
mudanca em uma
variavel exégena.

A figura ao lado ilustra o
efeito de um aumento
da taxa de poupanca
sobre o estoque de
capital.



Aumento na taxa de poupanga

Aumentos na taxa de poupanca leva a um estoque de
capital por trabalhador mais alto em estado estacionario:

kL >k

Renda per capita sera mais alta como consequéncia, pois
vy = f (k). Logo:

VB > Ya



Transicao

Aumento nao é imediato:

» em t,, 0 estoque de capital por trabalhador ainda esta
em seu nivel original (variavel de estado).

» Cresce ao longo do tempo, pois a taxa de poupanca
mais alta fara com que o investimento fique acima da
taxa de depreciacao temporariamente.

» Com o tempo, o crescimento ira se reduzir pois a
PMgK € decrescente.

» Renda por trabalhador segue trajetéria semelhante.



Transicao

» Como a regra de movimento de capital ndo admite
descontinuidades, a mudanca de k, para kg vai ocorrer
de forma gradual. O periodo em que ocorre esta mudanca
é chamado de transicao.

» A economia se encontra em transicao quando o
estoque de capital esta se ajustando para um novo
estado estacionario.

» Reforma da previdéncia é um exemplo de caso onde
a dinamica de transicao € tdo ou mais importante do
que o estado estacionario.



Transicao

Figure: Transicdo

Capital por trabalhador (k)

» tempo

Vi 4 Renda por trabalhador (y)

373 tettetdedetddeteeteleleletsbe ittty

Ya

» tempo



Implicacoes de Politica

= Aumento na taxa de poupanca leva a um aumento
permanente no nivel da renda por trabalhador de um pais.

* Todavia, observa-se um aumento apenas transitorio na
taxa de crescimento da renda per capita.

» Capital exibe retornos marginais decrescentes.



Suponha, agora, dois paises, o primeiro com uma taxa de
poupanca s* e o0 segundo com uma taxa de poupanca s’
maior que s*. A taxa de crescimento da populacao € a
mesma, e a taxa de depreciacao do capital também ¢é
igual nos dois paises. A diferenca € o ponto de interseccao
entre a curva de poupanca € a reta de aumento do capital
nos dois paises. A nacao com maior taxa de poupanca
tem nivel maior de renda per capita no estado
estacionario e maior proporcao entre capital e trabalho
no estado estacionario. Nos dois casos, contudo, a taxa
de crescimento no estado estacionario € a mesma, igual a
taxa de crescimento da forca de trabalho n.

Maior s= maior *.

E, como y = f(k), um k*mais elevado = um y*mais
elevado.

Assim, o modelo de Solow-Swan prevé que paises com
taxas mais altas de poupanca e investimento terao niveis
mais elevados de capital e renda por trabalhador no longo
prazo.



Mudanc¢a na Taxa de Poupanc¢a

Gl

(n + d)k

Y%

SY




Evidencia internacional sobre taxas de

investimento e renda per capita

100,000
Renda per ’
capita em
2000
(escala logaritmica)
10,000 |
1,000 |
100
0 5 10 15 20 25 30 35

Investimento como percentual do produto
(média 1960-2000)



Modelo de Solow-Swan com mudanca
populacional: (6 + n)k

Regra de Ouro



Efeitos sobre o consumo de estado estacionario

= Lembre-se que o consumo é uma fracdo (1 — s) da renda.
C:=(1—3s)Y;

= Dividindo por N;, obtém-se o consumo por trabalhador
em funcdo da renda por trabalhador: ¢, = (1 —s)f(k;)

* Em estado estacionario: ¢c* = (1 — s)f (k™)
= Aumento em s tem dois efeitos:

» Eleva o nivel de renda por trabalhador de estado
estacionario: f(k™);

— contribui para aumentar c”;
» Diminui a parcela da renda alocada a consumo;

— contribui para diminuir c”;



Regra de Ouro

= Se s baixo = k™ baixo e PMgK elevada;
» Aumento em s leva a um aumento significativo em
f(k*)

» Primeiro efeito domina; ¢* aumenta.

= Se s alto = k™ alto e PMgK baixa;

» Aumento em s leva a um aumento pequeno em f(k*)

» Segundo efeito domina; ¢* diminui.

Regra de ouro: a taxa de poupanca (Sg) gue maximiza o
consumo de estado estacionario.



Regra de Ouro

*
C 4




Regra de Ouro

= Em estado estacionario:
c"=0A-=s5)f(k") = f(k™) —sf(k")
= Sabe-se que sf(k*) = (6 + n)k*. Logo:
c*=f(k*)— (6 +n)k”

= Deve-se encontrar primeiro o estoque de capital por
trabalhador de estado estacionario que gera consumo

maximo (k;). Maximizando ¢* com relacdo a k™:
dc”
*

dk s

g

=f'(k;)—(+n)=0

f'(ky) =8 +n



Regra de Ouro

= Agora, pode-se inferir a taxa de poupanca (Sg) gue induz
esse nivel de capital por trabalhador em estado
estacionario:

ng(kg) = (6 + n)ky



Regra de Ouro

Figure: Regra de ouro

"(k) =6+
fl(k)=6+n )
s (O 1)
— 4
sqf (k)




Caso Cobb-Douglas

* Funcao de Producao Cobb-Douglas:

fke) = Atkg
= Encontrando o capital por trabalhador associado a regra
~1
de ouro: f’(k;) = At(kg)a =0+n
1

k*_ Ata 1-a
g \§+n

= Encontrando a taxa de poupanca da regra de ouro:
sof (k3) = (6 + )k,
kg _o0+n A .
At(k;})a A 0+n

sg = (6 +n)



Transicoes

= Suponha uma economia inicialmente em estado
estacionario, com taxa de poupanga s > s.

" No instante t, taxa de poupanga diminui para s,.

= Capital e renda por trabalhador de estado estacionario
sao mais baixos. Mas ajuste nao é imediato.

» Em t,, capital ainda esta no nivel inicial.

» Decai ao longo do tempo, pois com a taxa de
poupanca mais baixa, investimento < depreciacao (por
trabalhador.

» No longo prazo, tende a k,

» Produto por trabalhador segue caminho semelhante,
pois y, = f(k¢)



Transicoes

= Consumo por trabalhador aumenta no longo prazo.

» Quando s = s;, ¢* € maximo.
= Mas em ty, consumo por trabalhador aumenta de
maneira discreta: ¢; = (1 — s)f(k;)

» Em t,, capital por trabalhador ainda esta no nivel
anterior, mas a queda em s induz “salto” em c¢;.

= A partir dai (t >ty), c; segue trajetdria descendente
(por conta da dinamica do capital e do produto

» Converge para cy; > ¢* no longo prazo.

* Trajetoria inteira de consumo por trabalhador é mais alta,
em comparacao ao nivel inicial.



Transicoes

Inicialmente s > s,

Figure: Reducdo na taxa de poupanca de s para s,




Transicoes

Inicialmente s > s,

Figure: Reducdo na taxa de poupanca de s para s,

» tempo



Transicoes

Inicialmente s > s,

Figure: Reducdo na taxa de poupanca de s para s,

consumo por trabalhador (c)

tempo



Transicoes

= Suponha agora uma economia com taxa de poupanca
menor que a da taxa de poupancga da regra de ouro: s < s.

* No instante t,, a taxa de poupanga aumenta para s,

= Capital e renda por trabalhador de estado estacionario
sao mais altos. Mas esse ajuste nao € imediato:

» Em t,, capital ainda esta no nivel inicial

» Cresce ao longo do tempo pois, com a taxa de
poupanca mais elevada, investimento > depreciacao
(por trabalhador)

» No longo prazo, tende para k,

» Produto por trabalhador segue caminho semelhante,
pois y, = f(k¢)



Transicoes

= Consumo por trabalhador aumenta no longo prazo.
» Quando s = s;, ¢* € maximo.

= Mas em t,, consumo por trabalhador diminui de maneira
discreta: ¢; = (1 — s)f(k;)

» Em t,, capital por trabalhador ainda esta no nivel
anterior, mas a queda em s induz “salto” para baixo em c¢;.

= A partir dai (t > t,), c; segue trajetéria ascendente (por
conta da dinamica do capital e produto).

» Converge para c; > ¢* no longo prazo.

* Em comparacao ao nivel inicial, consumo por trabalhador
cai na transicao, mas aumenta no longo prazo.



Inicialmente s < s,

Figure: Aumento na taxa de poupanca de s para s,

6 +n)k

Sgf (k)

sf (k)




Inicialmente s < sq4

Figure: Aumento na taxa de poupanca de s para s,

ke 1

jT('& p = ————— D = mmo == e s = —m

k* /
! » tempo
E P

e

Ya e i =

Yy
: » tempo
to



Inicialmente s < s,

Figure: Aumento na taxa de poupanca de s para sg

consumao por trabalhador (¢}

tempo



Modelo de Solow-Swan com Mudanca
Populacional: (6 + n)k

Mudanc¢a na Taxa de Depreciagao
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Modelo de Solow-Swan com Mudanca

Populacional e Progresso Tecnologico:
(b+n+g)k




Progresso Tecnologico

* Modelo de Solow-Swan, até este momento, é incapaz de
gerar crescimento econdmico de longo prazo;

= Capital possui retornos marginais decrescentes;

» Possivel crescer de maneira apenas transitoria via
acumulacao do estoque de capital.

= Agora, deve-se introduzir progresso tecnologico
exogeno.

» Economia consegue produzir, com a mesma
quantidade de insumos, cada vez mais produtos.



Progresso Tecnologico

* Modelo de Crescimento Econdmico Exdgeno.

» Modelo Solow-Swan gera crescimento econémico de
longo prazo, como funcao do progresso tecnologico;

» Progresso tecnolégico, no entanto, ndo resulta dos
mecanismos do modelo.



Progresso Tecnologico

" Tecn0|0g|a Yt — F(Kt’AtNt)
= A;N¢: numero de trabalhadores efetivos.

» Numero de trabalhadores (N;) ajustados pela
produtividade (4;).

» Progresso tecnoldgico = produtividade cada vez mais
alta no tempo.

> Cada trabalhador capaz de produzir cada vez mais,
para dado estoque de capital K;.

= Progresso tecnolégico: A; cresce ataxa g.
Ay

a, Y



Progresso Tecnologico

= Resto do modelo permanece como antes;

= Funcao de Producao satisfaz retornos constantes de

escala com relagdo a K, e AN, @ AV =
F(AK;, AA¢N,), VA > 0.

= Em particular, paraA = 1/(A4;N,):

g 1) sy = F(ky 1)
AN, AN, Yt t

V¢: produto por trabalhador efetivo;
Et: capital por trabalhador efetivo.

= Defina F(Et, 1) = f(Et). Produto por trabalhador efetivo
é entao: y; = f(Et)



Progresso Tecnologico

* Funcao de Producao satisfaz também as condicdes de
Inada:

dY; -0 dY; -0
d(A¢Ny) " 0K,
=f"'(k¢)

0°F(Ki,N)  0°Y, O0PMyK
0(AN)*  9(AN)* ok

0°F(Ky,N)  0°Y, OPMyK
0(K)?  d(K)? ok

<0

<0




Progresso Tecnologico

— _— ] = — OO
koo | a(K,) ko0 |0K, | Koo 9N
. aF(Kt' Nt) Ii aYt
m = 1m
(AtNp)-0 | d(A.N,;) (AeNp)—0 [0 (A¢Ny)

SeA;Ny » 0, PMgA;N; — oo
SeK; - 0,PMgK; —» o



Progresso Tecnologico

— _— ] = —
KtlLTéo aKt KtILHOO aKt— Ktlinoo I%
. aF(KtI Nt) Ii aYt
m = 1m
(A¢Np)»oo | d(A.Ny) (AeNg)—»oo [ (Ap Ny )

= Ilim PMqg(A;N;) - 0
(AN )00 g(A.N;)

Se A;Ny > o0, PMgA;N; = 0O
SeK; » oo, PMgK; — 0



Progresso Tecnoldgico

F(Kt, O) — F(O,AtNt) = (

Dadas as hipoteses sobre a funcao de producao:

f'(ks) >0
f'"(k:) <0
f'(0) =
f'(e0) =0
f(0)=0



Funcao de Producao por trabalhador efetivo

¥

v =fk)




Modelo de Solow-Swan

= Funcao de Producao neoclassica com as propriedades
ja discutidas:

Y: = F(K¢, A¢Nt)
Ve = f(kt)
= Economia fechada e sem governo: Y; = C; + I;
= Fracdo exdgena s da renda é poupada/investida:
S¢ = I, = sY;
» Fracdo (1 — s) é usada para consumo: C; = (1 — s)Y;

» s € (0,1): taxa de poupanca



Modelo de Solow-Swan

= Acumulacao de capital:

» Capital aumenta ao longo do tempo com
Investimento;

» Capital diminui ao longo do tempo por conta da
depreciacao:

I.(t —_ It _5Kt



Modelo de Solow-Swan

= Crescimento populacional:

» Populacao (e numero de trabalhadores) cresce a taxa
exdogena n:

N
—_— =N
N¢
= Progresso tecnologico:
Ag
_— g



Lei de Movimento

* Lembrando que k. = K,/(A:N,) e Y=
Y;/(ANy) = f(kt);

= Dividindo a equacao de acumulac¢ao de capital por A;N;:

Kt —_ SYt — 5Kt

Ke Y, Ke\ - _
AtNt_S(AtNt> S(AtNt)—Sf(kt) SOk, ()



Lei de Movimento

= Note que:

_d[K;/(AN)]  Ke(AcNp) — K¢ (AN, + AcNy)

e, — _
‘ dt (A¢N,)?
K K. [A,N, AN K _
_ A M tt_l_tt: t—(n+g)kt
= Logo:

K:
ANe

= ke + (n+ 9k (+%)



Lei de Movimento

= Combinando (*) e (**):

sf (k) — 6k, = k, +(n+ g)k,

= Pode-se obter a lei de movimento do capital por
trabalhador efetivo:

I’:ét =Sf(iét)_(5+n+g)kt

Com base nessa equacao, para dada condicao inicial kg, é
possivel obter toda a trajetéria futura de k; e das demais
variaveis endogenas do modelo.



Lei de Movimento e Estado Estacionario

y = £
- (0+n+ 9k
z k




Estado Estacionario

" Em estado estacionario:

sf(k*)=( +n+ g)k*

> k*: capital por trabalhador efetivo de estado
estacionario.

» Investimento por trabalhador efetivo = depreciacao
por trabalhador efetivo (ajustando pelo crescimento
populacional e progresso tecnologico).



Lei de Movimento e Estado Estacionario

y = fk)

i (6 +n+9)k

sf (k)

v
a1



= Lembrando que k. = K,/(AN,) e 3, =Y,/(A;N,) =
f (k)

= Capital e produto por trabalhador:



= No longo prazo, k; = k*:
kt —_ Atié*
Yt = Atf(l;*)

= Portanto, no longo prazo, capital e renda por trabalhador
crescem a taxa de progresso tecnolégico g.

» O mesmo vale para outras variaveis por trabalhador.

= Com a introducao de progresso tecnologico, modelo €
capaz de gerar crescimento economico de longo prazo.

» Progresso tecnoldgico.



= Suponha capital por trabalhador efetivo inicial abaixo
do nivel de estado estacionario: ky < k*

= Nessa situacao, investimento > depreciacao (por
trabalhador efetivo)

» Capital por trabalhador efetivo cresce ao longo do
tempo (Et > O);

» |nicialmente, crescimento econdomico é elevado, pois
k; é baixo e PMgK ¢ alta;

» A medida que o capital acumula, PMgK diminui e taxa
de crescimento se reduz.

» No longo prazo, k; — k*



Figure: ;0 < et

y = f(k)

i (2 R g)E

s

v
1




Figure: Trajetéria do capital por trabalhador efetivo (;g < ;*)

kt‘ E 3

S ———— e
e e e e o O Em e o o e o =

o~

i

»tempo




= Produto por trabalhador efetivo segue trajetoria
semelhante.

= Produto por trabalhador:

YVt = Atf(kt)

» Cresce a uma taxa superior a g na transicao.

» Essa taxa diminui ao longo do tempo, a medida que
PMgK se reduz.

» No longo prazo, a taxa de crescimento tende a g.



Figure: Trajetoria da renda por trabalhador (Kg < 75*)

Iny;

inclinagdo=g

» tempo




= Suponha capital por trabalhador efetivo inicial acima
do nivel de estado estacionario: kg > k*

= Nessa situacao, investimento < depreciacao (por
trabalhador efetivo)

» Capital por trabalhador efetivo decresce ao longo do
tempo (Et < O);
» Inicialmente, crescimento econdmico é baixo, pois k;

é elevado e PMgK é baixa;

» A medida que o capital desacumula, PMgK aumenta e
taxa de decrescimento se reduz.

» No longo prazo, k, — k*



Figure: ko > k*

v =fk)

(8 +n+ gk

sf (k)




P Ea

Figure: Trajetéria do capital por trabalhador efetivo (ko > k*)

&
{
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= Produto por trabalhador efetivo segue trajetoria
semelhante.

= Produto por trabalhador:

YVt = Atf(kt)

» Cresce a uma taxa inferior a g na transigao.

» Essataxa aumenta ao longo do tempo, a medida que
PMgK cresce.

» No longo prazo, a taxa de crescimento tende a g.



Figure: Trajetéria da renda por trabalhador (ko > k*)

Iny, 1

inclinagdo=g

» tempo




Caso Cobb-Douglas

. F(Kt: Nt) — Kta(AtNt)l_a} f(l;t) — ];g[
* Em estado estacionario:

sf(k*)= (5 +n+ g)k*
S(E*)a = +n+g)k*

= Logo:

=5+n+g



Caso Cobb-Douglas

= Capital por trabalhador efetivo de estado estacionario:

1

_ S 1—-«
k* f—
(5 +n + g)

* Produto por trabalhador efetivo de estado estacionario:




Caso Cobb-Douglas

* Produto por trabalhador de estado estacionario: y; =
Ay~

» Dado que A, /A, = g: A; = Ayedt

= Portanto:
a

S 1-a .
— A g
Yt (5+n+g) 0¢

» Nivel de renda por trabalhador:

a

S T-a
(5+n+g>

» Taxa de crescimento: g




Progresso Tecnologico

A
@
K

-




Mudanca de estado estacionario

= Alterar algum parametro do modelo ajuda a entender a
diferenca entre efeitos de nivel e de taxa.

» Revisita o caso de mudancga na taxa de poupanca

= Suponha a economia inicialmente em estado
estacionario com taxa de poupancga sy.

» Capital por trabalhadgr efetivo l?jj; produto por
trabalhador efetivo y, = f(kj)

» No instante t,, a taxa de poupanca aumenta
permanentemente para sg.



Mudanca de estado estacionario

= Nivel do produto por trabalhador aumenta
permanentemente.

= Taxa de crescimento eleva-se temporariamente:

» Mas diminui @ medida que a economia se aproxima
do estado estacionario.

» Retorna a g no longo prazo.



Modelo de Solow-Swan com Mudanca
Populacional e Progresso Tecnolodgico:
(6+n+ gk

Aumento na Taxa de Poupanca (s)




Aumento na taxa de poupanca

Figure: Aumento na taxa de poupanca

| (0 +n+ gk
_ == spf (k)

SAf(E)

k; ke



Aumento na taxa de poupanca

Figure: Capital e renda por trabalhador efetivo

L Capital por trabalhador efetivo

» tempo

Vi » Renda por trabalhador efetivo

» tempo



Aumento na taxa de poupanca

Figure: Renda por trabalhador

Iny;

inclinagdo=g

» tempo




Modelo de Solow-Swan: Premissas e Equacoes

Crescimento e Desenvolvimento Economico

Crescimento Economico de Longo Prazo




Crescimento e desenvolvimento economico

dy/0k < 0 = economias menos desenvolvidas (isto &,
economias com menor estoque de capital, k) crescem a
taxas maiores, tudo o mais constante.

oy/d0s =y/k>0e dy/06 =0dy/on <0 = uma maior
taxa de poupanca (s) e/ou uma menor taxa de depreciacdo
(&) geram maior crescimento do estoque de capital (y).

O crescimento da produtividade (isto €, maior 1) aumenta
a producdo e y/k. Como dy/d(y/k) =s > 0, tem-se um
maior crescimento do estoque de capital (y).



Crescimento e desenvolvimento economico

Vetores de Crescimento EconOmico:

Paises desenvolvidos: geralmente possuem maior taxa de
poupanca e de progresso tecnoldgico (produtividade)

Paises em desenvolvimento: geralmente possuem maior
taxa decrescimento populacional.




Modelo de Solow-Swan: Premissas e Equacoes

Crescimento e Desenvolvimento Economico

Crescimento Economico de Longo Prazo




Crescimento de Longo Prazo

AYiiq _ AYi41q B AN¢4q

Yt Y N
o [AKe AN
3 K. N,
AV, S
=u+
i
=uUu+a S(&>—(5+n)]
- \ky

=u+ay
Comoc; = (1 —s), tem-se que (Acsy1/¢t) = (Ayeiq/Ve)



Crescimento de Longo Prazo

AYiiq _ ACt 41
Yt Ct
Aketr _

k¢

Como (Ayi11/¥e) = (Acey1/ct) = (Akey1/ke) , tem-se
qgue:

=pu+ay

Y

Em outras palavras, soO existe crescimento econdémico de
longo prazo se houver progresso tecnologico.
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   N t


  n


   K t


  n


  𝜇


   Y t


   C t


  n


   I t


  n


  𝛿


  j


   k t j


   h t j


   r t


   w t


  j


   r t  k t j +  w t  h t j


  j


   (  c t j )


   (  s t j )


  j


   r t  k t j +  w t  h t j =  c t j +  s t j                                                        ( 1 )


   N t


   r t   ∑  j = 1   N t   k t j +  w t   ∑  j = 1   N t   h t j =   ∑  j = 1   N t   c t j +   ∑  j = 1   N t   s t j                                                            ( 2 )


   r t  N t  k t +  w t  N t  h t =  N t  c t +  N t  s t                                                                                ( 3 )


   N t  K t +  w t  H t =  C t +  S t                                                                                                                    ( 4 )


       r t  K t +  w t  H t ⏟   Y t =  C t +  I t                                                                                                ( 5 )


   h t j = 1 ,   ∀ t , j .


   𝑯 𝒕 =  𝑵 𝒕


   𝑯 𝒕 =  𝑳 𝒕


   𝑳 𝒕


   S t = 𝜎  Y t


   Y t =  r t  K t +  w t  H t


   Y t = F  (  K t ,  A t ×    N t   )                                              ( 1 )


   (  K t )


   (  N t )


   A t


   Y t =  A t × F  (  K t ,    N t   )                                          ( 2 )


   Y t = F  ( 2  K t ,   2  N t   ) = 2 F  (  K t ,  N t )


   Y t = F  ( 3  K t ,   3  N t   ) = 3 F  (  K t ,  N t )


    𝜆 Y t = F  ( 𝜆  K t ,   𝜆  N t   ) ,   ∀ 𝜆 > 0


  f :  ℝ n → ℝ


  𝜅


  𝜅


   (  x i )


    ∑  i = 1 n   x i   𝜕 f  𝜕  x i = 𝜅 f


  F  ( 0 ,  N t ) = F  (  K t , 0 ) = 0


   K t


     P M g  K t =   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  K t =   𝜕  Y t  𝜕  K t > 0   P M g  N t =   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  N t =   𝜕  Y t  𝜕  N t > 0


     𝜕 2 F  (  K t ,  N t )  𝜕    (  K t ) 2 =    𝜕 2  Y t  𝜕    (  K t ) 2   𝜕   P M g K  𝜕 k < 0


  =   𝜕  f ′  (    K t /   N t )  𝜕  K t < 0


  =  1   N t  f  ′ ′  (  k t ) < 0


   f  ′ ′  (  k t ) < 0


        𝜕 2 F  (  K t ,  N t )  𝜕  K t 2 =    𝜕 2  Y t  𝜕  K t 2 < 0      𝜕 2 F  (  K t ,  N t )  𝜕  N t 2 =    𝜕 2  Y t  𝜕  N t 2 < 0


  ∆ Y = P M g K  ( ∆ K ) ⇒ P M g K =   ∆ Y  ∆ K


  P M g K = F  ( K + 1 , N ) − F  ( K , N )


  ∆ Y = P M g N  ( ∆ N ) ⇒ P M g N =   ∆ Y  ∆ N


  P M g N = F  ( K , N + 1 ) − F  ( K , N )


  ∆ Y = P M g K  ( ∆ K ) + P M g N  ( ∆ N )                                                          ( 3 )


    ∆ Y Y =  (   P M g K Y )  (   ∆ K K ) +  (   P M g N Y )  (   ∆ N N )                                                        ( 4 )


    ∆ T T =   ∆ Y Y − 𝛼   ∆ K K −  ( 1 − 𝛼 )   ∆ L L


    ∆ Y Y = 𝛼   ∆ K K +  ( 1 − 𝛼 )   ∆ L L +   ∆ T T


    ∆ T / T


   (  w t )


   w t =       𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  N t =   𝜕  Y t  𝜕  N t ⏟  P M g  N t


   (  r t )


   r t =       𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  K t =   𝜕  Y t  𝜕  K t ⏟  P M g  K t


   Y t =  r t  K t +  w t  N t =   𝜕  Y t  𝜕  K t  K t +   𝜕  Y t  𝜕  N t  N t = F  (  K t ,  N t )


   N t → 0


  P M g  N t → ∞


   K t → 0


  P M g  K t → ∞


      l i m  K → 0 ⁡   [   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  K t ] =    lim  K → 0 ⁡   [   𝜕  Y t  𝜕  K t ] =    lim  K → 0 ⁡  P M g  K t → ∞


      l i m  N → 0 ⁡   [   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  N t ] =    lim  N → 0 ⁡   [   𝜕  Y t  𝜕  N t ] =    lim  N → 0 ⁡  P M g  N t → ∞


   N t → ∞


  P M g  N t → 0


   K t → ∞


  P M g  K t → 0


      l i m  K → ∞ ⁡   [   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  K t ] =    lim  K → ∞ ⁡   [   𝜕  Y t  𝜕  K t ] =    lim  K → ∞ ⁡  P M g  K t → 0


      l i m  N → ∞ ⁡   [   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  N t ] =    lim  N → ∞ ⁡   [   𝜕  Y t  𝜕  N t ] =    lim  N → ∞ ⁡  P M g  N t → 0


   K t = 0


   N t = 0


   Y t = 0


  F  (  K t , 0 ) = F  ( 0 ,  N t ) = 0


   K t = 0


   k t =    K t /   N t = 0


   y t =    Y t /   N t = 0


  f  ( 0 ) = 0


  P M g  K t =  f ′  ( k )


   f ′  ( k ) > 0


   f ′  ( 0 ) = ∞


   f ′  ( ∞ ) = 0


  f  ( 0 ) = 0


   f ′  ( k ) > 0


   f  ′ ′  ( k ) < 0


   f ′  ( 0 ) = ∞


  t + 1


  t


   H t =  N t


   N  t + 1 =  ( 1 + n )  N t


   K  t + 1 =  ( 1 − 𝛿 )  K t +  I t                                                              ( 7 )


   K  t + 1 =  ( 1 − 𝛿 )  K t +     𝜎  Y t ⏟   S t =  I t =  ( 1 − 𝛿 )  K t + 𝜎 F  (  K t ,  N t )              ( 8 )


   (  k t )


     K  t + 1   N  t + 1 =      ( 1 − 𝛿 ) K t       N  t + 1 ⏟  =  ( 1 + n )  N t + 𝜎  1       N  t + 1 ⏟  =  ( 1 + n )  N t F  (  K t ,  N t ) =      ( 1 − 𝛿 ) K t   ( 1 + n )  N t + 𝜎  1   ( 1 + n )  N t F  (  K t ,  N t ) =  (  1  1 + n )  {      ( 1 − 𝛿 ) K t   N t +  𝜎   N t F  (  K t ,  N t ) } =  (  1  1 + n )  {      ( 1 − 𝛿 ) K t   N t + 𝜎 F  (    K t   N t ,    N t   N t ) }


  f  (  k t ) = F  (  K t , 1 )


   ( 1 + n )  k  t + 1 =  ( 1 − 𝛿 )  k t + 𝜎 f  (  k t )                                            ( 9 )


   y t =    Y t   N t =   F  (  K t ,  N t )   N t = F  (    K t   N t ,    N t   N t ) = F  (  k t , 1 ) = f  (  k t )                                                                                                                                                            ( 10 )


   y t


   k t


  ∆  K  t + 1 =  I t −   𝛿 K t   o u      K . t =  I t − 𝛿  K t


  𝛿 ∈  ( 0 , 1 )


  ∆  K  t + 1


     K . t


     K . t =    lim  ∆ t → 0 ⁡     K  t + ∆ t −  K t  ∆ t =   d  K t  d t


       K  t + 1 −  K t ⏟  ∆  K  t + 1 =  I t −   𝛿 K t ⇒  K  t + 1 =  I t +  K t −   𝛿 K t ⇒


   K  t + 1 =  I t +  ( 1 − 𝛿 )  K t


  n


      ∆ N  t + 1 /   N t = n


   N t =    ( 1 + n ) t  N 0


       N . t   N t = n


   Y t = F  (  K t ,  N t ) =  N t f  (    K t   N t )


  P M g  K t =   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  K t =   𝜕  Y t  𝜕  K t =  N t  f ′  (  k t )  (  1   N t ) =  f ′  (  k t )


   r t =  f ′  (  k t )


   w t = f  (  k t ) − f ′  (  k t )  k t


   s t =    S t   N t = 𝜎    Y t   N t = 𝜎  y t                                                                  ( 11 )


   c t =    C t   N t =    Y t −  S t   N t =    Y t   N t −    S t   N t =  y t − 𝜎  y t =  ( 1 − 𝜎 )  y t                                                                                                                                  ( 12 )


   Y t =  A t  K t 𝛼  N t  1 − 𝛼 ⇒  Y t =    ( 1 + 𝜇 ) t  K t 𝛼  N t  1 − 𝛼


   A 0 = 1 ⇒  A t =  A 0    ( 1 + 𝜇 ) t


     Y t   N t =    ( 1 + 𝜇 ) t    (    K t   N t ) 𝛼    (    N t   N t )  1 − 𝛼 ⇒  y t =    ( 1 + 𝜇 ) t  k t 𝛼


   y t =    Y t   N t =    A t  K t 𝛼  N t  1 − 𝛼   N t =  A t  (    K t 𝛼   N t        N t  1 − 𝛼   N t ⏟  = 1 ) =  A t  (    K t 𝛼   N t )


  ⇒  y t =  A t  k t 𝛼


  F  (  K t ,  N t ) =  A t    ( 𝜆  K t ) 𝛼    ( 𝜆  N t )  1 − 𝛼 =  A t  𝜆 𝛼  𝜆  1 − 𝛼  K t 𝛼  N t  1 − 𝛼 =  𝜆  𝛼 + 1 − 𝛼  A t  K t 𝛼  N t  1 − 𝛼 = 𝜆  A t  K t 𝛼  N t  1 − 𝛼 = 𝜆 F  (  K t ,  N t )


    𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  K t =   𝜕  Y t  𝜕  K t = P M g  K t =  A t 𝛼  K t  𝛼 − 1  N t  1 − 𝛼


  =  A t 𝛼  (    K t  𝛼 − 1   N t )      (    N t  1 − 𝛼   N t ) ⏟  = 1 =  A t 𝛼  k  𝛼 − 1


   K t


  𝛼 − 1 < 0


  P M g  K t → 0


   K t → ∞


  P M g  K t → ∞


   K t → 0


    𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  N t =   𝜕  Y t  𝜕  N t = P M g  N t =  A t  ( 1 − 𝛼 )  K t 𝛼  N t  1 − 𝛼 − 1 =  A t  ( 1 − 𝛼 )  K t 𝛼  N t  − 𝛼


  =  A t  ( 1 − 𝛼 )    K t 𝛼   N t        N t  − 𝛼   N t ⏟  = 1 =  A t  ( 1 − 𝛼 )  K t 𝛼


   N t


  P M g  N t → 0


   N t → ∞


  P M g  N t → ∞


   N t → 0


   Y t =  C t +  I t = F  ( K , N )


   s t = s = 1 −      C t /   N t     Y t /   N t = 1 −    c t   y t                            ( 10 )


     Y t −  C t   Y t =    S t   Y t = s


   s t =    I t   Y t =  i t                                                                                                ( 11 )


       Y t −  C t ⏟   S t =  I t ⇒      S - t   Y t =      I - t   Y t


    ∆  K  t + 1   K t =    I t   K t − 𝛿    K t   K t ⇒   ∆  K  t + 1   K t =    I t   K t − 𝛿


  =      I t /   Y t     K t /   Y t − 𝛿


  = s      Y t /   N t     K t /   N t − 𝛿


  = s    y t   k t − 𝛿


    ∆  k  t + 1   k t =     ∆ K  t + 1   K t −     ∆ N  t + 1   N t ⇒   ∆  k  t + 1   k t = s    y t   k t −  ( 𝛿 + n )


           


  ∆  k  t + 1 = s  y t −  ( 𝛿 + n )  k t


   k t =    K t /   N t


   y t =    Y t /   N t = f  (  k t )


   N t


     K . t = s  Y t − 𝛿  K t


       K . t   N t = s    Y t   N t − 𝛿    K t   N t ⇒    k . t = s f  (  k t ) − 𝛿  k t                          ( ∗ )


     k . t =   d  (    K t /   N t )  d t =      K . t  N t −  K t    N . t   N t 2 =      K . t   N t −    K t   N t      N . t   N t =      K . t   N t − n  k t


       K . t   N t =    k . t +   n  k t          ( ∗ ∗ )


     k . t = s f  (  k t ) − 𝛿  k t                          ( ∗ )


       K . t   N t =    k . t +   n  k t    ( ∗ ∗ )


  s f  (  k t ) − 𝛿  k t =    k . t +   n  k t


  s f  (  k t ) − 𝛿  k t =    k . t +   n  k t


     k . t = s f  (  k t ) − 𝛿  k t − n  k t


     k . t = s f  (  k t ) −  ( 𝛿 + n )  k t


   k 0


   k t


   k  t + 1 =  k t =  k  s s


   k  t + 1 =    ( 1 − 𝛿 )  k t + s f  (  k t )  1 + n = g  (  k t )                ( 13 )


  g : ℝ → ℝ


  g : ℝ → ℝ


   ( n + 𝛿 )  k t − s f  (  k t ) = 0                                                        ( 14 )


  k =  k  s s


  y =  y  s s


   Y t =  N t  y ∗


   Y t


  n


  n


  𝜹 𝒌


   ( 𝜹 𝒌 )


   ( 𝜹 )


   ( 𝜹 + 𝒏 ) 𝒌


     k . t = 0


  ∆  k  t + 1 = 0


  s f  (  k ∗ ) −  ( 𝛿 + n )  k ∗


   k ∗


   k t =  k ∗


     k . t = 0


   y ∗ = f  (  k ∗ )


   i ∗ = s  y ∗


   c ∗ =  ( 1 − s )  y ∗


   𝒌 𝟎 <  𝒌 ∗


   𝒌 𝟎 <  𝒌 ∗


   k 0 <  k ∗


   (    k . t > 0 )


   k t →  k ∗


   𝒌 𝟎 <  𝒌 ∗


   𝒌 𝟎 >  𝒌 ∗


   𝒌 𝟎 >  𝒌 ∗


   k 0 >  k ∗


   (    k . t < 0 )


   k t →  k ∗


   𝒌 𝟎 >  𝒌 ∗


  F  (  K t ,  N t ) =  A t  K t 𝛼  N t  1 − 𝛼


  f  (  k t ) =  A t  k t 𝛼


  s f  (  k ∗ ) =  ( 𝛿 + n )  k ∗


  s  A t    (  k ∗ ) 𝛼 =  ( 𝛿 + n )  k ∗


     k ∗     (  k ∗ ) 𝛼 =    (  k ∗ )  1 − 𝛼 =   s  A t  𝛿 + n


   k ∗ =    (   s  A t  𝛿 + n )   1  1 − 𝛼


   y ∗ =  A t    (  k ∗ ) 𝛼 =  A t    (   s  A t  𝛿 + n )   𝛼  1 − 𝛼 =  A t   1  1 − 𝛼    (  s  𝛿 + n )   𝛼  1 − 𝛼


  k =  k ∗


  k = 0


  k = 0


  k = 0


  k = 0


   k 0 = 0 + 𝜀


  𝜀 > 0


  k =  k ∗


   k ∗


   k 0 =  k ∗ − 𝜀


   k ∗


   k 0 =  k ∗ + 𝜀


   k ∗


   k 0 > 0


   k t →  k ∗


  t → ∞


  A


    ∆  k  t + 1   k t = 𝛾 ⇔ ∆  k  t + 1 = 𝛾  k t


  s y =  ( 𝛿 + n ) k


    ∆  k  t + 1   k t = 𝛾 = s  (    y t   k t ) −  ( 𝛿 + n )                                            ( 15 )


    d 𝛾    d k t =  s   k t  [   𝜕  y t  𝜕  k t −    y t   k t ] = −     s y t   k t 2  [ 1 −    k t   y t     𝜕 y t    𝜕 k t ] < 0        ( 16 )


     k t   y t     𝜕 y t    𝜕 k t < 1


   ( 𝜹 + 𝒏 ) 𝒌


   ( 𝒏 )


   ( 𝜹 + 𝒏 ) 𝒌


   ( 𝒔 )


     k . t = s f  (  k t ) −  ( 𝛿 + n )  k t


  s f  (  k ∗ ) =  ( 𝛿 + n )  k ∗


   s A


   k A ∗


   y A ∗ = f  (  k A ∗ )


   t 0


   s B >  s A


   k B ∗ >  k A ∗


   y t = f  (  k t )


   y B ∗ >  y A ∗


   t 0


   k A ∗


   k B ∗


  s


   k ∗


  y = f  ( k )


   k ∗


   y ∗


   ( 𝜹 + 𝒏 ) 𝒌


   ( 1 − s )


   C t =  ( 1 − s )  Y t


   N t


   c t =  ( 1 − s ) f  (  k t )


   c ∗ =  ( 1 − s ) f  (  k ∗ )


  s


  f  (  k ∗ )


   c ∗


   c ∗


  s


  ⇒


   k ∗


  s


  f  (  k ∗ )


   c ∗


  s


  ⇒


   k ∗


  s


  f  (  k ∗ )


   c ∗


   (  s g )


   c ∗ =  ( 1 − s ) f  (  k ∗ ) = f  (  k ∗ ) − s f  (  k ∗ )


  s f  (  k ∗ ) =  ( 𝛿 + n )  k ∗


   c ∗ = f  (  k ∗ ) −  ( 𝛿 + n )  k ∗


   (  k g ∗ )


   c ∗


   k ∗


         d c ∗    d k ∗ |   k g ∗ =  f ′  (  k g ∗ ) −  ( 𝛿 + n ) = 0


   f ′  (  k g ∗ ) = 𝛿 + n


   (  s g )


   s g f  (  k g ∗ ) =  ( 𝛿 + n )  k g ∗


  f  (  k t ) =  A t  k t 𝛼


     f ′  (  k g ∗ ) =  A t    (  k g ∗ )  𝛼 − 1 = 𝛿 + n


   k g ∗ =    (    A t 𝛼  𝛿 + n )   1  1 − 𝛼


   s g f  (  k g ∗ ) =  ( 𝛿 + n )  k g ∗


   s g =  ( 𝛿 + n )    k g ∗   A t    (  k g ∗ ) 𝛼 =   𝛿 + n   A t    A t 𝛼  𝛿 + n = 𝛼


  s >  s g


   t 0


   s g


   t 0


   k g ∗


   y t = f  (  k t )


  s =  s g


   c ∗


   t 0


   c t =  ( 1 − s ) f  (  k t )


   t 0


  s


   c t


   ( t >  t 0 )


   c t


   c g ∗ >  c ∗


  s <  s g


   t 0


   s g


   t 0


   k g ∗


   y t = f  (  k t )


  s =  s g


   c ∗


   t 0


   c t =  ( 1 − s ) f  (  k t )


   t 0


  s


   c t


   ( t >  t 0 )


   c t


   c g ∗ >  c ∗


   ( 𝜹 + 𝒏 ) 𝒌


   ( 𝜹 + 𝒏 + 𝒈 ) 𝒌


   Y t = F  (  K t ,  A t  N t )


   A t  N t


   (  N t )


   (  A t )


   K t


   A t


  g


       A . t   A t = g


   K t


   A t  N t


    𝜆 Y t = F  ( 𝜆  K t ,   𝜆 A t  N t ) ,   ∀ 𝜆 > 0


  𝜆 =  1 /   (  A t  N t )


     Y t   A t  N t = F  (    K t   A t  N t , 1 ) ⇒    y ~ t = F  (    k ~ t , 1 )


     y ~ t


     k ~ t


  F  (    k ~ t , 1 ) = f  (    k ~ t )


     y ~ t = f  (    k ~ t )


    𝜕  Y t  𝜕  (  A t  N t ) > 0 ,         𝜕  Y t  𝜕  K t ⏟  =  f ′  (    k ~ t ) > 0


     𝜕 2 F  (  K t ,  N t )  𝜕    (  A t  N t ) 2 =    𝜕 2  Y t  𝜕    (  A t  N t ) 2   𝜕   P M g K  𝜕 k < 0


     𝜕 2 F  (  K t ,  N t )  𝜕    (  K t ) 2 =    𝜕 2  Y t  𝜕    (  K t ) 2   𝜕   P M g K  𝜕 k < 0


      l i m   K t → 0 ⁡   [   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  (  K t ) ] =    lim  K → 0 ⁡   [   𝜕  Y t  𝜕  K t ] =    lim  K → 0 ⁡  P M g  K t → ∞


      l i m   (  A t  N t ) → 0 ⁡   [   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  (  A t  N t ) ] =    lim   (  A t  N t ) → 0 ⁡   [   𝜕  Y t  𝜕  (  A t  N t ) ]


  =    lim  N → 0 ⁡  P M g    A t N t → ∞


   A t  N t → 0


  P M g  A t  N t → ∞


   K t → 0


  P M g  K t → ∞


      l i m   K t → ∞ ⁡   [   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  K t ] =    lim   K t → ∞ ⁡   [   𝜕  Y t  𝜕  K t ] =    lim   K t → ∞ ⁡  P M g  K t → 0


      l i m   (  A t  N t ) → ∞ ⁡   [   𝜕 F  (  K t ,  N t )  𝜕  (  A t  N t ) ] =    lim   (  A t  N t ) → ∞ ⁡   [   𝜕  Y t  𝜕  (  A t  N t ) ]


  =    lim   (  A t  N t ) → ∞ ⁡  P M g  (  A t  N t ) → 0


   A t  N t → ∞


  P M g  A t  N t → 0


   K t → ∞


  P M g  K t → 0


  F  (  K t , 0 ) = F  ( 0 ,  A t  N t ) = 0


   f ′  (    k ~ t ) > 0


   f  ′ ′  (    k ~ t ) < 0


   f ′  ( 0 ) = ∞


   f ′  ( ∞ ) = 0


  f  ( 0 ) = 0


   Y t = F  (  K t ,  A t  N t )


     y ~ t = f  (    k ~ t )


   Y t =  C t +  I t


  s


   S t =  I t = s  Y t


   ( 1 − s )


   C t =  ( 1 − s )  Y t


  s ∈  ( 0 , 1 )


     K . t =  I t − 𝛿  K t


  n


       N . t   N t = n


       A . t   A t = g


     k ~ t =    K t /   (  A t  N t )


     y ~ t =    Y t /   (  A t  N t ) = f  (    k ~ t ) ;


   A t  N t


     K . t = s  Y t − 𝛿  K t


       K . t   A t  N t = s  (    Y t   A t  N t ) − 𝛿  (    K t   A t  N t ) = s f  (    k ~ t ) − 𝛿    k ~ t      ( ∗ )


       k ~ . t =   d  [    K t /   (  A t  N t ) ]  d t =      K . t  (  A t  N t ) −  K t  (    A . t  N t +  A t    N . t )     (  A t  N t ) 2


  =      K . t   A t  N t −    K t   A t  N t  [      A . t  N t   A t  N t +    A t    N . t   A t  N t ] =      K . t   A t  N t −  ( n + g )    k ~ t


       K . t   A t  N t =      k ~ . t +  ( n + g )    k ~ t        ( ∗ ∗ )


  s f  (    k ~ t ) − 𝛿    k ~ t =      k ~ . t +  ( n + g )    k ~ t


       k ~ . t = s f  (    k ~ t ) −  ( 𝛿 + n + g )    k ~ t


     k ~ 0


     k ~ t


  s f  (    k ~ ∗ ) =  ( 𝛿 + n + g )    k ~ ∗


     k ~ ∗


     k ~ t =    K t /   (  A t  N t )


     y ~ t =    Y t /   (  A t  N t ) = f  (    k ~ t )


   k t =    K t   N t =  A t    k ~ t


   y t =    Y t   N t =  A t f  (    k ~ t )


     k ~ t =    k ~ ∗


   k t =  A t    k ~ ∗


   y t =  A t f  (    k ~ ∗ )


  g


     k ~ 0 <    k ~ ∗


   (      k ~ . t > 0 )


     k ~ t


     k ~ t →    k ~ ∗


   y t =  A t f  (    k ~ t )


  g


  g


     k ~ 0 >    k ~ ∗


   (      k ~ . t < 0 )


     k ~ t


     k ~ t →    k ~ ∗


   y t =  A t f  (    k ~ t )


  g


  g


  F  (  K t ,  N t ) =  K t 𝛼    (  A t  N t )  1 − 𝛼


  f  (    k ~ t ) =    k ~ t 𝛼


  s f  (    k ~ ∗ ) =  ( 𝛿 + n + g )    k ~ ∗


  s    (    k ~ ∗ ) 𝛼 =  ( 𝛿 + n + g )    k ~ ∗


     k ∗     (    k ~ ∗ ) 𝛼 =    (    k ~ ∗ )  1 − 𝛼 =  s  𝛿 + n + g


     k ~ ∗ =    (  s  𝛿 + n + g )   1  1 − 𝛼


   y ∗ =    (    k ~ ∗ ) 𝛼 =    (  s  𝛿 + n + g )   𝛼  1 − 𝛼


   y t =  A t    y ~ ∗


       A . t /   A t = g


   A t =  A 0  e  g t


   y t =    (  s  𝛿 + n + g )   𝛼  1 − 𝛼  A 0  e  g t


     (  s  𝛿 + n + g )   𝛼  1 − 𝛼


  g


   s A


     k ~ A ∗


     y ~ A ∗ = f  (    k ~ A ∗ )


   t 0


   s B


  g


   ( 𝜹 + 𝒏 + 𝒈 ) 𝒌


  ( 𝒔 )


    𝜕 y /  𝜕 k < 0 ⇒


    𝜕 𝛾 /  𝜕 s =  y / k > 0


    𝜕 𝛾 /  𝜕 𝛿 =   𝜕 𝛾 /  𝜕 n < 0 ⇒


   ( s )


   ( 𝛿 )


   ( 𝛾 )


  𝜇


   y / k


    𝜕 y /  𝜕  (  y / k ) = s > 0


   ( 𝛾 )


    ∆  y  t + 1   y t =   ∆  Y  t + 1   Y t −   ∆  N  t + 1   N t


  = 𝜇 + 𝛼  [   ∆  K  t + 1   K t −   ∆  N  t + 1   N t ]


  = 𝜇 + 𝛼  [   ∆  k  t + 1   k t ]


  = 𝜇 + 𝛼  [ s  (    y t   k t ) −  ( 𝛿 + n ) ]


  = 𝜇 + 𝛼 𝛾


   c t =  ( 1 − s )


   (   ∆  c  t + 1 /   c t ) =  (   ∆  y  t + 1 /   y t )


    ∆  y  t + 1   y t =   ∆  c  t + 1   c t = 𝜇 + a y


    ∆  k  t + 1   k t = 𝛾


   (   ∆  y  t + 1 /   y t ) =  (   ∆  c  t + 1 /   c t ) =  (   ∆  k  t + 1 /   k t )


  𝛾 =  𝜇  1 − 𝛼

