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01 - No modelo de crescimento com acumulacao de capital humano, o individuo
(trabalhador) acumula capital humano no periodo t segundo a seguinte fungao:
h; = ¢(k:+1/k:), onde h; sdo as horas que ele trabalha em t (normalizadas de 0 a
1), k; é a capacidade de produgéo (capital humano) por unidade de tempoem t, e
k;,, € acapacidade de produgéo (capital humano) por unidade de tempoem t + 1.
Afuncéo ¢ é decrescente e existe um valor maximo A € (0,1) e um valor minimo § €
(0,1) de taxas de variagédo do capital humano, ou seja, p(1+ 1) =0e p(1 —6) =
1. A produgéo total (e, portanto, o consumo) do individuoem t é ¢, = f(k:h;), onde
f(*) é afungéo de produgao. Se a utilidade em cada periodo do individuo é U(*) e o
fator de desconto é 8 € (0,1), entéo resolve as seguintes questdes:

(a) Escreva o problema do individuo e sua equacao de Bellman associada (valor =
0,5 ponto).

Solucgéo:

U(c)=cef(L) =LY?

Mas ¢ = f(L), de modo que ¢ = L'/2.
Logo, U(c) = L2

Masc; = f(kihy) = ¢, = f(L) > L = k:h;

k
L=hm:L=h¢(;j
t

Ou seja,

ce = flkeh) > c = f ["t‘f’ (kk)]
R A

Contudo, f(L) = LY?. Mas, como U(c) = L'/?, entao:

N =

o= [ (52

Problema do Individuo:

Max E, {ﬁti U(ct)} = Max E,{ Bt i [kt‘{b (k]t;l)]
t=0 5

=0

1
2
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Equacao de Bellman:

k
= 1/2 1/2( t+1> }
v(k) (1—6)1¥3qs)%1+1)k {kt ¢ k, + B (k)
Ou
= 1/2 1/2 X
v(k) (1-)n 1% vk {kt ¢ (k) + 3”()’)}

Emquey =k;y;.

(b) Resolva a equacao de Bellman (ou seja, encontre a funcao valor e a fungao
politica 6tima) para a seguinte especificagdo dos parametros e fungdes: U(c) = c;
f(L) = LY%; 1 = § = 1; ¢ é uma fungso linear; § = 3/8. (valor = 1,0 ponto)
Solucao:

(b.1)

vo(k) =0

(b.2)

vy (k) = k292 (3) + B o)

Max
(1-8)k=sy<=(1+)k

v, (k) = (1_8)19;[3%9((14_1)]{ {ktl/zd)l/z (%)}
= g (270 )
Sep(1+1)=0

Sep(1—08) =12 v,(k) =k} = v,(y) = y!/?

(b.3)

v (k) = k9 (2) + B )

s Max 5
—_ <y<
(1-8)k<sy<(1+M)k vz
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vy (k) = Max {k3/2¢1/2 (%) n ,E’yl/z}

(1-8)<F<(1+2)

Set = y/k, entdo:

— 1/2 1/2 (Y 1/2
vz (k) = (1- 6)<t<Jf1+A){ e ¢ (k) + By }
k1/2<],’>1/2 y y1/2

_ 1/2 t y

va(k) = (1—51)\/5195351”){ k2 (k) +h K72

2 y1/2

= 1/2

va(k) = ke (- 6)<t<(1+/1) {¢ ®+5 1/2}

_ 1/ 1/2
v2(k) = kl} 2 (1- 8)<t<(1+ﬂ) {¢1/2( )+ '8( )

vy (k) = k"2 {p1/2(t) + p(6)/?}

(1- 6)<t<(1+l)

v, (k) = ki'? PL2(t) + B()V/2)

Ap

(1- 6)<t<(1+l){

vz (k) = Azk:/z

vy (k) = A2y1/2
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(b.4)
— 1/2 11/2
sl =, Y A L ()+ﬁ 1;2(332
=AY
v = Max {212 (3) + pay?)

(1-8)<F<(1+2)

Set = y/k, entdo:

vy(k) = k2912 (t) + BAy Y2}

Max {
(1-8)=<t=(1+A)

k1/2¢1/2 y1/2
v3(k) = k"? t

ktl/z (t)+ﬁA2 k1/2

ax
(1—6)sts(1+l){ ;

1/2
— 1/2 1/2 y
v3(k) kt (1- 51)\Zt<(1+).) {¢ (t) +ﬁA2 kl/z}
1/2 1/2 y 1/2
va(e) = k(2 | Max  19V(0) +BAz (7))

vy (k) = k}/? PV/2(t) + BA, ()}

(1- 6)<t<(1+l){

— 1,1/2 1/2 1/2
vs(k) = ke'* | Max (&0 +pA (')

As

v3 (k) = A3kg./2

v (k) = Ankl/2

Un()/) = Ank1/2
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Funcéo Politica Otima:

= 1/2 1/2
gl = 4rg | Max = {$*(0) +BAD?}

t*

t*=%:>y*=t*k:>g(k)=t*k
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02 - Um modelo de ciclos reais de negécios com custos de ajustamento para o
investimento. Considere o seguinte modelo onde a familia representativa resolve:

max E Z tinc
{ker1.c3520 0{t=0ﬁ t}

Sujeito a:
_ 0-1-60 ¢ 2
Ct + Key1 = zekin - E(ktﬂ — k)

Cerkeyr 20

ko, é dado

Onde c; e k; representam consumo e capital. Quanto ao nivel tecnolégico, z; é
representada pelo seguinte processo estocastico exdgeno:

In(z,) = (1= p)in(2) + pln(z¢—1) + &

Com &~N(0,02) e 0 < p < 1. A oferta de trabalho é exégena e normalizada para
serigualaum (n = 1). O termo Z é o valor de z; no estado estacionario. Os termos
B, 0 e ¢ saopardametros,com0< [ <1,0<0<1le¢ =0.

(1) Encontre as condi¢des de primeira ordem da familia representativa. Combine-
as eliminando as variaveis co-estado e obtenha a expressdao matematica da
equacao de Euler (valor = 0,5 ponto).

Solucdo: lembre-se, inicialmente, que, conforme informado no comando da
guestao, a oferta de trabalho é exdgena e normalizada para serigualaum (n = 1).
Entao: n1~% = (1)17¢ = 1. Assim, a funcéo Lagrangeana do problema é dada por:

o

L{ct Key1, At}izo) = Z {ﬁtlnct — A [Ct + Key1 — Ztktg +

t=0

¢

E (kt+1 - kt)z]}

Condicoes de Primeira Ordem (CPO):
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oL _ f(l) L=0=21=pct (1)

act—fg e t = ¢t =PBct

oL 01

FT ==t + 2410z kit — Aep(kerr — ke) + A1 P(keyr — keyr) =0
t+

= A + A p(kerr — ki) = Ae110201 k2T + A1 P(kers — Keyr)
= A1+ d(keyr — k)] = At+1[92t+1k1:94:1 + Pp(kryr — kt+1)]

Expressando o segundo termo da equacdo acima em termos de esperancga
matematica, teremos:

= A1+ d(keyr — k)] = E't/1t+1{92t+1kt9+_11 + P(kyr — kt+1)} (2)

Combinando (1) e (2) obtém-se a equacéao de Euler para o consumo:

ci 14 plkeyr — k)] = ﬁEtCt_-l-ll{HZt+1kt9+_1 + p(kesr — kt+1)}

(%) [1+ ¢p(kerr — k)] = (L) BE(0zer1 ki + P(kesr — kern)}

t Ct+1

14 ke = ko) = BB () 0200kl + Blkers = Kern)]

Ct+1

(2) Escreva o sistema de equagbes que caracteriza o equilibrio do modelo - a
equacao de Euler, a equacao da restricdo orgamentaria e a lei de movimento da
tecnologia — e encontre esse sistema no estado estacionario, ou seja, encontre as
expressdes matemaéticas para ¢ e k, dado Z e outros parametros do modelo (valor =
0,5 ponto).

Solucéo: o equilibrio do modelo é caracterizado por um sistema de trés equacoes:
a equacao de Euler, a equacgao da restricdo orcamentaria e a lei de movimento da
tecnologia:
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e 1+ plkeys — k)] = BEtCt_+11{Zt+1ktg+_11 + ¢p(kpin — kt+1)}
[0)

¢+ keyy = zk@n1 0 — > (keyq — ke)?

In(z,) = (1 = p)in(2) + pln(z,—1) + &

No estado estacionario:

&
I
==
o~
I
==
iy
—+
[u=y
Il
==
<
+
N

Expressao matematica do capital no estado estacionario (E):

ci 14 plheyr — k)] = BEtCC_-l}l{HZt+1kl?+_11 + p(keyr — kt+1)}

1

1
(c_> [1 + ¢(kt+1 - kt)] = ( >,BE't{9Zt+1kt9+_11 + ¢(kt+2 - kt+1)}
t

8

Ct+1

| B O )

=0

1=p[6zk°]
o, 1
K01 = ﬁTZ—

1 \7=1
— =il
“=(752)
k= (ﬁez-)ﬁ

Expressdo matematica do consumo no estado estacionario (¢):

s @
ct + kepy =z k010 — E(kt+1 — k¢)?

c+k=2zk%—
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199 1
¢ = z‘[(ﬁ@z‘)l—e] _ (po2)T7
Questoes extras:

(3) Explique brevemente a intuicdo econdmica da seguinte expresséao (valor = 0,5
ponto):

? fess — ke)?

Solugéo: o termo ¢/2 (k.1 — k.)? representa o custo de ajustamento para o
estoque de capital. Se a familia representativa (isto é, os residentes) decidir
substituir apenas o capital depreciado, entédo k;,; = k;, de modo que esse termo
sera zero. Se, por outro lado, a familia representativa decidir alterar o estoque de
capital, tera de pagar custos de ajustamento. A fungao é convexa em k;,;, 0 que
implica um aumento do custo marginal para as mudancgas no estoque de capital.
Isso significa que a familia representativa esta tentando suavizar os custos de
ajustamento ao longo dos periodos futuros: o estoque de capital se ajustara de
forma mais suave ao seu novo valor apds um choque do que no modelo baseline
sem custos de ajustamento.

(4) O que acontece com o produto, o investimento (poupanga) e 0 consumo se z; €
crescente (valor = 0,5 ponto)?

Solucdo: nao € necessario derivar solugdes analiticas para responder a esta
questao. Primeiro, identifique a produgéo, o consumo € o investimento na restricéo
orcamentdria. Em seguida, determine como a producéao se altera, ceteris paribus,
apds um choque. A partir dai, pode-se dizer algo sobre como o consumo € o
investimento se alteram.

Primeiro, a producao é dada pelo primeiro termo do lado direito da restricao
orcamentaria: Ztk,‘?ﬁl‘e. Se um choque positivo atingir a economia, z; sobe, entao
a produgado aumenta, ceteris paribus. Consumo e investimento também irao
aumentar se z; subir devido ao fato de a produgéo ser maior na economia. Maior
producao significa que o consumidor deseja aumentar seu consumo nao apenas
hoje (portanto, o consumo aumenta), mas também em periodos futuros (a
poupanga aumenta e, consequentemente, o investimento também aumenta).
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   (  1    c  t )  [ 1 + 𝜙  (   k  t + 1 −   k  t ) ] =  (  1    c  t + 1 ) 𝛽   E  t  {   𝜃 z  t + 1   k  t + 1  𝜃 − 1 + 𝜙  (   k  t + 2 −   k  t + 1 ) }


  1 + 𝜙  (   k  t + 1 −   k  t ) =   E  t  { 𝛽  (     c  t    c  t + 1 )   𝜃 z  t + 1   k  t + 1  𝜃 − 1 + 𝜙  (   k  t + 2 −   k  t + 1 ) }


    c -


    k -


    z -


   {      c  t  − 1  [ 1 + 𝜙  (   k  t + 1 −   k  t ) ] = 𝛽   E  t   c  t + 1  − 1  {   z  t + 1   k  t + 1  𝜃 − 1 + 𝜙  (   k  t + 2 −   k  t + 1 ) }     c  t +   k  t + 1 =   z  t   k  t  𝜃     n -  1 − 𝜃 −   𝜙 2    (   k  t + 1 −   k  t ) 2   l n  (   z  t ) =  ( 1 − 𝜌 ) l n  (   z - ) + 𝜌 l n  (   z  t − 1 ) +   𝜀  t


    c - =   c  t


    k - =   k  t =   k  t + 1 =   k  t + 2


    k - =   k  t =   k  t + 1 =   k  t + 2


    z - =   z  t


    z - =   z  t


    𝜀  t = 0


    𝜀  t = 0


   (   k - )


    c  t  − 1  [ 1 + 𝜙  (   k  t + 1 −   k  t ) ] = 𝛽   E  t   c  t + 1  − 1  { 𝜃   z  t + 1   k  t + 1  𝜃 − 1 + 𝜙  (   k  t + 2 −   k  t + 1 ) }


   (  1    c  t )  [ 1 + 𝜙  (   k  t + 1 −   k  t ) ] =  (  1    c  t + 1 ) 𝛽   E  t  { 𝜃   z  t + 1   k  t + 1  𝜃 − 1 + 𝜙  (   k  t + 2 −   k  t + 1 ) }


   (  1    c  t )  [ 1 + 𝜙  (   k  t + 1 −   k  t ) ] =  (  1    c  t + 1 ) 𝛽   E  t  { 𝜃   z  t + 1   k  t + 1  𝜃 − 1 + 𝜙  (   k  t + 2 −   k  t + 1 ) }


   (  1    c - )  [ 1 + 𝜙      (   k - −   k - ) ⏟  = 0 ] =  (  1    c - ) 𝛽  [ 𝜃   z -     k -  𝜃 − 1 + 𝜙      (   k - −   k - ) ⏟  = 0 ]


   (  1    c - )  [ 1 + 𝜙      (   k - −   k - ) ⏟  = 0 ] =  (  1    c - ) 𝛽  [ 𝜃   z -     k -  𝜃 − 1 + 𝜙      (   k - −   k - ) ⏟  = 0 ]


  1 = 𝛽  [ 𝜃   z -     k -  𝜃 − 1 ]


  1 = 𝛽  [ 𝜃   z -     k -  𝜃 − 1 ]


      k -  𝜃 − 1 =  1  𝛽 𝜃   z -


      k -  𝜃 − 1 =  1  𝛽 𝜃   z -


    k - =    (  1  𝛽 𝜃   z - )   1  𝜃 − 1


    k - =    (  1  𝛽 𝜃   z - )   1  𝜃 − 1


    k - =    ( 𝛽 𝜃   z - )   1  1 − 𝜃


    k - =    ( 𝛽 𝜃   z - )   1  1 − 𝜃


   (   c - )


    c  t +   k  t + 1 =   z  t   k  t  𝜃     n -  1 − 𝜃 −   𝜙 2    (   k  t + 1 −   k  t ) 2


    c - +   k - =   z -     k -  𝜃 −   𝜙 2        (   k - −   k - ) 2 ⏟  = 0


    c - +   k - =   z -     k -  𝜃 −   𝜙 2        (   k - −   k - ) 2 ⏟  = 0


    c - =   z -     k -  𝜃 −   k -


    c - =   z -    [    ( 𝛽 𝜃   z - )   1  1 − 𝜃 ]  𝜃 −    ( 𝛽 𝜃   z - )   1  1 − 𝜃


    𝜙 2    (   k  t + 1 −   k  t ) 2


      𝜙 2  (   k  t + 1 −   k  t ) 2


    k  t + 1 =   k  t


    k  t + 1


    z  t


    z  t   k  t  𝜃     n -  1 − 𝜃


    z  t


    z  t

