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01 - No estudo do modelo Ramsey-Cass-Koopmans para uma economia descentralizada,
arestricao orcamentaria das familias é expressa por:

Aagi1 +cp = x¢ +1eay €Y

Todavia, essarestricao orgamentdria das familias pode ser expressao em diferentes formas
também, onde o aumento dos ativos do inicio do periodo atual para o préximo periodo é
igual a renda total menos o consumo. Derive a equacao de Euler para o consumo e
compare-a com a solugcdo baseada na equacéo (1) para cada uma das seguintes maneiras
de escrever a restricdo orgamentaria:

(@) ary1 = (L +1r)(a; + x; —ct), isto é, os ativos correntes e os ativos de renda, os quais
ndo sdo consumidos, sdo investidos. Valor (0,5 ponto)

(b) Aa; + ¢ = x¢ +Tay—1, em que a, representa o estoque de ativos no final do periodo, ao
passo que ¢; e x; S0 o consumo e a renda durante o periodo t. Valor (0,5 ponto)

(c) Ariqueza da familia é representada por:

Ct+s Xt+s
W, =) 5 — E — 4+ (1+ 2
t 4 (1+7)* 4 (1+7)° (A +na @
Ss= S=

Valor (0,5 ponto)

Dica: escreva a funcao Lagrangeana para cada uma das trés situagcdes apresentadas, e
derive as condi¢cdes de primeira ordem.

Solucéo:

(a) Afuncao Lagrangeana pode ser definida da seguinte forma:

L= Z{BSU(CHS) + Aeas[(L+1)(Apas + Xegs — Cras) — Apysirl}

s=0

Condigdes de Primeira Ordem (CPO):

aL
9 - :BSU,(Ct+S)_){t+S(1+T) =0 s=>0
Ct+s
aL;
=drs(1+71) = At45-1=0 5>0
0atys
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Eliminando A, s € determinando que s = 1 fornecera a seguinte equacgao de Euler:

BU'(ce+1)

(b) Afuncéo Lagrangeana pode ser definida da seguinte forma:

Ly = Z{ﬁSU((,‘H_S) + Aegslxess + (A +1)Apps1 — Cros — Arysl}

s=0

Condigoes de Primeira Ordem (CPO):

dL; -
P =BV (C4s) —Ae4s =0 520
Ct+s
aL,
Fr Aeysi1(L+1) —Ays =0 s>0
At+s

Eliminando A, s e determinando que s = 1 fornecera a seguinte equacgao de Euler:

BU'(ce41)

W(1+r)=1

(c) Neste caso, a fungdo Lagrangeana tem somente uma restricdo simples, e ndo uma
restricdo para cada periodo. Pode ser escrito como:

[oe]

Ly = Z {.BSU(Ct+s) + A

s=0

[00)
Xt+s — Ct+s

m +(1+1ra;
s=0

Como a; é dado, somente exige-se a condigao de primeira ordem para c;, ¢, €xpressa por:
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aL 1
— = BU' (cras) —ltm= 0 s=0

OCt4s

Combinando as condigdes de primeira ordem para s = 0 e s = 1 permite eliminar 4; para
obter:

Ae = BU (ct41)A + 1) = U'(cp)

Ou, entao:

BU'(cts1)

TC’:)(].-FT):].

Que é a mesma Equacao de Euler expressa anteriormente. Mostra-se, portanto, que
expressar o problema da familia representativa em qualquer uma das trés situagoes
analisadas anteriormente produz a mesma Equacéo de Euler.
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02 - Considere o Modelo de Geragbes Sobrepostas, em tempo discreto, onde os individuos
tém funcéo utilidade logaritmica e depreciagdo é completa (§ = 1). Amao-de-obra cresce
a taxa n, isto é, L(t) = (1 4+ n)L(0). Suponha que o agente supre inelasticamente seu
trabalho no periodo 1 e maximiza:

U; = ln(cl (t)) + ,Bln(cz (t+ 1))

Sujeito a:

c1(t) +s(t) =w(t)

c(t+ 1) =R(t+1)s(t)

Suponha que nessa economia a firma representativa possui a seguinte funcao de
producéao:

Y(t) = KO (A@®)LD)) "

Onde A(t) cresce ataxag > 0, ouseja, A(t) = (1 + g)A(0). Considere que A(0),L(0) > 0.

(1) Resolva o problema do consumidor e encontre s(t). Dado que a firma maximiza seu
lucro e se tem equilibrio dos mercados (isto é, equilibrio competitivo), encontre a
expresséo de k(t + 1) em fungéo dos parametros A(t) e k(t). Valor (0,5 ponto).

(2) Qual é a taxa de crescimento de k no estado estacionario? Valor (0,5 ponto).

Questbes extras:

(3) Considere k= K/LA. Encontre k no estado estacionario em funcao dos parametros.
Valor (1,0 ponto).

Solucgéo:

(1) Resolve o seguinte problema de maximizagao:

max ln(01 (t)) + Bln(cz(t + 1))

Sujeito a:

¢ (®) +s() =w®) = ¢ (t) = w(t) —s(t)

4
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c(t+1) =R(t+1)s(t)

Substituindo ¢, (t) e ¢, (t + 1) na fungéo objetivo, tem-se:
max In(w(t) — s(t)) + Bin(R(t + 1)s(1))
Condigdes de Primeira Ordem (CPO):

o _ -1 BR(t+1)
s | wd—s0) RC+Ds@

Cancela os termos destacados:

1 _ BR(t+1)
w(t) —s(t)  R(t+ 1)s(t)

s(®) = B(w(t) — s(v))

s(t) = pw(t) — Bs(t)

s(t) + Bs(t) = pw(t)

(1 +B)s(@) = Bw(t)

B
s(t) = mw(t) ¢Y)

Dado que a firma maximiza seu lucro:

oY (®)

=30 " (1 - a)A)T*K(t)* (2)

w(t)

Além disso, pela condigao de equilibrio de mercados (market Clearing):




Sergio Ricardo de Brito Gadelha
MACROECONOMIA AVANCADA

K(t+ 1) = L(t)s(t)

Dividindo pelo numero de trabalhadoresem t + 1, e considerando que populagéo cresce a
taxan:

Kt+1) L)
Lt+D L+’

(®)

Kt+DLt+1)

e+ Lo @
T

k(t+1)(1+n)=s(t)

s(t)
+n) (d+n)°

k(t+1) = (1) 3)

Substituindo (1) e (2) em (3), tem-se:

_ 1 B
K+ =370 {(1 5 W(t)}
T s
k(t+1) = ! P [(1—a)A®)T*K(t)%]
1+n)|A+p) 5
s(t)
__ B A-d) e
k(t+1) = T+pa +n)A(t)l K(t) (4
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(2) No estado estacionario:

k(t+1) k(@
k(t)  k(t—1)

O estoque de capital per capita cresce a uma taxa constante. Dividindo (4) por k(t), tem-
se que:

B 1-a) A(t)l—aK(t)a

k(t+1) 1+p (@A +n)
k@ B (-0 a «
A+ a+ n)A(t —DiIeK(t—-1)
k(t+1) AT K ()*

k(t) — A(t—1)1-eK(t - 1)«

kt+1)  AOY [ k@®
k(t) — A(t—1)1-« [k(t -1)

No comando da questéo, se A(t) = (1 + g)A(0), entdo: A(t)1™%* = (1 + g)1"%A(t — 1)1~¢

Logo:

k(t+1) A+ 7 A-D"[ k@®)
k(t) At — 1)1« [k(t — 1)]

k(t+1) k(®)
ko Ao [k(t D

Mas, em estado estacionario:
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k() 1% [k(t+D]*
[k(t—l) _[ k(t)

Logo, tem-se que:

k(t+1) o [kCE+ D]
POR [ k©

k(t+1)
_k®  _ e
k(t+ D1
k()

+9)'

[k(t + D] (14 gy

k(t)

[M :(1+g)

k(t)

C[kGE+ D] k(t+ 1) — k(D)
g‘[ k(®) ]‘ I0)

—
9k

Assim, a taxa de crescimentode k: g = g

(3) No estado estacionario, k(t + 1) = k(t) = k

Entao:

~  p Q-2 a a
k= 1+B (1 +n) AT
po B -0 A®

1+p)@A+n)A()”
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B (A-a)K®)*

k=Tsparman®
ka

L B a-a,

k=Tspasn < AW

No comando da questao, é possivel definir que:

A(t+1)

A(t + 1) =(1+ g)A(t) = A(t) = W

Logo:

B (1-a) A(t+1)

Earpat are





  ∆   a  t + 1 +   c  t =   x  t +   r  t   a  t                    ( 1 )


    a  t + 1 =  ( 1 + r )  (   a  t +   x  t −   c  t )


  ∆   a  t +   c  t =   x  t + r   a  t − 1


    a  t


    c  t


    x  t


  t


    W  t =   ∑  s = 0 ∞      c  t + s     ( 1 + r )  s =   ∑  s = 0 ∞      x  t + s     ( 1 + r )  s +  ( 1 + r )   a  t                                            ( 2 )


   ℒ  t =   ∑  s = 0 ∞   {   𝛽  s U  (   c  t + s ) +   𝜆  t + s  [  ( 1 + r )  (   a  t + s +   x  t + s −   c  t + s ) −   a  t + s + 1 ] }


       𝜕  ℒ  t  𝜕   c  t + s =   𝛽  s   U ′  (   c  t + s ) −   𝜆  t + s  ( 1 + r ) = 0  s ≥ 0


       𝜕  ℒ  t  𝜕   a  t + s =   𝜆  t + s  ( 1 + r ) −   𝜆  t + s − 1 = 0  s > 0


    𝜆  t + s


  s = 1


    𝛽   U ′  (   c  t + 1 )    U ′  (   c  t )  ( 1 + r ) = 1


   ℒ  t =   ∑  s = 0 ∞   {   𝛽  s U  (   c  t + s ) +   𝜆  t + s  [   x  t + s +  ( 1 + r )   a  t + s − 1 −   c  t + s −   a  t + s ] }


       𝜕  ℒ  t  𝜕   c  t + s =   𝛽  s   U ′  (   c  t + s ) −   𝜆  t + s = 0  s ≥ 0


       𝜕  ℒ  t  𝜕   a  t + s =   𝜆  t + s + 1  ( 1 + r ) −   𝜆  t + s = 0  s > 0


    𝜆  t + s


  s = 1


    𝛽   U ′  (   c  t + 1 )    U ′  (   c  t )  ( 1 + r ) = 1


   ℒ  t =   ∑  s = 0 ∞   {   𝛽  s U  (   c  t + s ) +   𝜆  t  [   ∑  s = 0 ∞      x  t + s −   c  t + s     ( 1 + r )  s +  ( 1 + r )   a  t ] }


    a  t


    c  t + s


       𝜕  ℒ  t  𝜕   c  t + s =   𝛽  s   U ′  (   c  t + s ) −   𝜆  t  1     ( 1 + r )  s = 0  s ≥ 0


  s = 0


  s = 1


    𝜆  t


    𝜆  t = 𝛽   U ′  (   c  t + 1 )  ( 1 + r ) =   U ′  (   c  t )


    𝛽   U ′  (   c  t + 1 )    U ′  (   c  t )  ( 1 + r ) = 1


   ( 𝛿 = 1 )


  n


  L  ( t ) =  ( 1 + n ) L  ( 0 )


    U  t = l n  (   c 1  ( t ) ) + 𝛽 l n  (   c 2  ( t + 1 ) )


    c 1  ( t ) + s  ( t ) = w  ( t )


    c 2  ( t + 1 ) = R  ( t + 1 ) s  ( t )


    c 2  ( t + 1 ) = R  ( t + 1 ) s  ( t )


  Y  ( t ) = K    ( t )  𝛼    ( A  ( t ) L  ( t ) )  1 − 𝛼


  A  ( t )


  g > 0


  A  ( t ) =  ( 1 + g ) A  ( 0 )


  A  ( 0 ) ,   L  ( 0 ) > 0


  s  ( t )


  k  ( t + 1 )


  A  ( t )


  k  ( t )


  k


    k ^ ≡   K  L A


    k ^


      m a x  ⁡  l n  (   c 1  ( t ) ) + 𝛽 l n  (   c 2  ( t + 1 ) )


    c 1  ( t ) + s  ( t ) = w  ( t ) ⇒   c 1  ( t ) = w  ( t ) − s  ( t )


    c 2  ( t + 1 ) = R  ( t + 1 ) s  ( t )


    c 1  ( t )


    c 2  ( t + 1 )


      m a x  ⁡  l n  ( w  ( t ) − s  ( t ) ) + 𝛽 l n  ( R  ( t + 1 ) s  ( t ) )


    𝜕   U  t  𝜕 s  ( t ) = 0 ⇒   − 1  w  ( t ) − s  ( t ) +   𝛽 R  ( t + 1 )  R  ( t + 1 ) s  ( t ) = 0


   1  w  ( t ) − s  ( t ) =   𝛽 R  ( t + 1 )  R  ( t + 1 ) s  ( t )


  s  ( t ) = 𝛽  ( w  ( t ) − s  ( t ) )


  s  ( t ) = 𝛽 w  ( t ) − 𝛽 s  ( t )


  s  ( t ) + 𝛽 s  ( t ) = 𝛽 w  ( t )


   ( 1 + 𝛽 ) s  ( t ) = 𝛽 w  ( t )


  s  ( t ) =   𝛽   ( 1 + 𝛽 ) w  ( t )                                                          ( 1 )


  w  ( t ) =   𝜕 Y  ( t )  𝜕 L  ( t ) =  ( 1 − 𝛼 ) A    ( t )  1 − 𝛼 K    ( t )  𝛼                                          ( 2 )


  K  ( t + 1 ) = L  ( t ) s  ( t )


  t + 1


  n


    K  ( t + 1 )  L  ( t + 1 ) =   L  ( t )  L  ( t + 1 ) s  ( t )


    K  ( t + 1 )  L  ( t + 1 )       L  ( t + 1 )  L  ( t ) ⏟   ( 1 + n ) = s  ( t )


  k  ( t + 1 )  ( 1 + n ) = s  ( t )


  k  ( t + 1 ) =   s  ( t )   ( 1 + n ) =  1   ( 1 + n ) s  ( t )                              ( 3 )


  k  ( t + 1 ) =  1   ( 1 + n )      {   𝛽   ( 1 + 𝛽 ) w  ( t ) } ⏟  s  ( t )


  k  ( t + 1 ) =  1   ( 1 + n )      {   𝛽   ( 1 + 𝛽 )      [  ( 1 − 𝛼 ) A    ( t )  1 − 𝛼 K    ( t )  𝛼 ] ⏟  w  ( t ) } ⏟  s  ( t )


  k  ( t + 1 ) =   𝛽   ( 1 + 𝛽 )    ( 1 − 𝛼 )   ( 1 + n ) A    ( t )  1 − 𝛼 K    ( t )  𝛼                     ( 4 )


    k  ( t + 1 )  k  ( t ) =   k  ( t )  k  ( t − 1 ) = …


  k  ( t )


    k  ( t + 1 )  k  ( t ) =     𝛽   ( 1 + 𝛽 )    ( 1 − 𝛼 )   ( 1 + n ) A    ( t )  1 − 𝛼 K    ( t )  𝛼    𝛽   ( 1 + 𝛽 )    ( 1 − 𝛼 )   ( 1 + n ) A    ( t − 1 )  1 − 𝛼 K    ( t − 1 )  𝛼


    k  ( t + 1 )  k  ( t ) =   A    ( t )  1 − 𝛼 K    ( t )  𝛼  A    ( t − 1 )  1 − 𝛼 K    ( t − 1 )  𝛼


    k  ( t + 1 )  k  ( t ) =   A    ( t )  1 − 𝛼  A    ( t − 1 )  1 − 𝛼    [   k  ( t )  k  ( t − 1 ) ]  𝛼


  A  ( t ) =  ( 1 + g ) A  ( 0 )


  A    ( t )  1 − 𝛼 =    ( 1 + g )  1 − 𝛼 A    ( t − 1 )  1 − 𝛼


    k  ( t + 1 )  k  ( t ) =      ( 1 + g )  1 − 𝛼 A    ( t − 1 )  1 − 𝛼  A    ( t − 1 )  1 − 𝛼    [   k  ( t )  k  ( t − 1 ) ]  𝛼


    k  ( t + 1 )  k  ( t ) =    ( 1 + g )  1 − 𝛼    [   k  ( t )  k  ( t − 1 ) ]  𝛼


     [   k  ( t )  k  ( t − 1 ) ]  𝛼 =    [   k  ( t + 1 )  k  ( t ) ]  𝛼


    k  ( t + 1 )  k  ( t ) =    ( 1 + g )  1 − 𝛼    [   k  ( t + 1 )  k  ( t ) ]  𝛼


      k  ( t + 1 )  k  ( t )     [   k  ( t + 1 )  k  ( t ) ]  𝛼 =    ( 1 + g )  1 − 𝛼


     [   k  ( t + 1 )  k  ( t ) ]  1 − 𝛼 =    ( 1 + g )  1 − 𝛼


   [   k  ( t + 1 )  k  ( t ) ] =  ( 1 + g )


  g =      [   k  ( t + 1 )  k  ( t ) ] − 1 ⏟    g  k =   k  ( t + 1 ) − k  ( t )  k  ( t )


  k


    g  k = g


    k ^  ( t + 1 ) =   k ^  ( t ) =   k ^


    k ^ =   𝛽   ( 1 + 𝛽 )    ( 1 − 𝛼 )   ( 1 + n ) A    ( t )  1 − 𝛼 K    ( t )  𝛼                  


    k ^ =   𝛽   ( 1 + 𝛽 )    ( 1 − 𝛼 )   ( 1 + n )   A  ( t )  A    ( t )  𝛼 K    ( t )  𝛼                  


    k ^ =   𝛽   ( 1 + 𝛽 )    ( 1 − 𝛼 )   ( 1 + n )       K    ( t )  𝛼  A    ( t )  𝛼 ⏟    k  𝛼 A  ( t )                  


    k ^ =   𝛽   ( 1 + 𝛽 )    ( 1 − 𝛼 )   ( 1 + n )     k ^  𝛼 A  ( t )                  


    k ^ =   𝛽   ( 1 + 𝛽 )    ( 1 − 𝛼 )   ( 1 + n )     k ^  𝛼 A  ( t )                  


  A  ( t + 1 ) =  ( 1 + g ) A  ( t ) ⇒ A  ( t ) =   A  ( t + 1 )   ( 1 + g )


    k ^ =   𝛽   ( 1 + 𝛽 )    ( 1 − 𝛼 )   ( 1 + n )   k  𝛼   A  ( t + 1 )   ( 1 + g )                  

