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01 - Considere o seguinte modelo de planejamento central com trabalho:
Ye=C it
Akt+1 = it - 6kt
1 1 1
1
1-= 1-=|1-=
2 2
ak, "+ (1 —-a)n ] Y

yt:A t

Onde o objetivo € maximizar:

Ve = Z Bolcess + @liss]
s=0

1

B=1+0

Onde y; é o produto; c; € o consumo; i; € o investimento; k; é o estoque de capital; n; é o
emprego (trabalho); e l; é o lazer (I; + n; = 1).

(a) Derive as expressdes das quais as solugdes de longo prazo para consumo, trabalho, e
capital podem ser obtidas.

Solucgéo: afuncgao Lagrangeana sera expressa por:

Ly = z{ﬁSU(CHs; lvs) + Apas[F(RepsiMers) = Coos — Kegser + (1 — 8kl
s=0

+.ut+s[1 —MNtys — lt+s]}

A fungao Lagrangeana sera maximizada com relacao a:

{Ctasilers: Nevs Keysi1 Arrs Herss s = 0}
Condigdes de Primeira Ordem (CPO):

oL,

OCtys

=pB°Uctrs —Ae4s =0 s=20
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aL
— = BUit+s —Hers =0 520
3lrrs
dL;
OMyrs = AessFntes —Utes =0 520
L
— = des [Fites +1=6] = 2e4s-1=0 s>0
0Keys

A equacao de Euler do consumo paras = 1 é dado por:

U, JE+1
ﬁ(&*)Vwﬂ+1—ﬂ=1
c,t

Ou, nesse caso:

[uy

1

aAl_V(y’;'lt+1)7+1—6]=1

#e)

A solucao de equilibrio estatico de longo prazo €, portanto:

Eliminando 4, e y¢,s das condigdes de primeira ordem para consumo, lazer e emprego
fornece, paras = 0:

1 1
(1—a)A" 7 (2
g _ (nt) (1)

le Ct

Consequentemente, a solucao de longo prazo satisfaz:
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1 1
Ay (X)V] )

As solugbes para os valores de longo prazo (c,k,l,n,y) sdo obtidas resolvendo as
equacodes (1) e (2) simultaneamente com:

1
1 111
y=A4 [ak1_7 +(1- a)n1_7]1_7

y =c+ 6k
l+n=1
Essas equacdes formam um sistema néo linear e ndo possuem uma solugao analitica.

(b) Quais séo as taxas de juros reais e os salarios implicitos a longo prazo?
Solucéo: o salario real implicito de longo prazo sera expresso por:

1

1 —_

we=Fp sw,=1-a)A ¥ (%)V
t

Além disso, a taxa de juros real de longo prazo é expressa por:r = 6.

(c) Comente as implicagbes para o trabalho de ter uma elasticidade de substituicdo entre
capital e trabalho diferente da unidade.

Solucédo: ademanda de mao de obra a longo prazo é expressa por:
n= (1 — a)yA_(l_Y)yW_y

Portanto, quanto maior o grau de substitutibilidade entre capital e trabalho (y), mais
sensivel sera a demanda por trabalho a mudancgas no salario real. A parcela (participagao)
da mao-de-obra (trabalho) sera expressa por:

“ea-ar(y)”
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Consequentemente, quanto menor for a elasticidade de substituicdo, maior seré a parcela
(participagao) do trabalho. Se y =1, entdo a parcela (participagdo) do trabalho é
constante. Note-se também que um aumento na produtividade (A) aumenta a
participacéo do trabalhosey > 1.

(d) Obtenha a relagcéao capital-trabalho de longo prazo.

Solucgéo: a partir dos produtos marginais do capital e do trabalho, pode-se demonstrar que
arelacao capital-trabalho de longo prazo é expressa por:

k_ aw 14
n_ [(1—a)(0+6)

Assim, quanto maior o grau de substitutibilidade (y), maior sera a resposta da relagéo
capital-trabalho as mudancgas nas taxas de retorno do capital e do trabalho.

(valor =1,0 ponto).
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02 - Considere o Modelo de Solow-Swan com a seguinte fungdo de producdo Cobb-
Douglas:

Ye = F(Ki, Np) = AKtaNtl_a
Emque N;y; = (1 +n)Nsea € (0,1).

(a) Mostre que a fungao de producao exibe tecnologia com retornos constantes de escala.

Solucéo: deve-se mostrar que F: R> —» R é homogénea de grau 1 (um). Em outras palavras,
deve-se mostrar que, para A > 0, F(1K;, AN;) = AF (K, N;). Entéo:

F(AK;, AN,) = A(AK)*(AN) ™% = JAKENE ™% = AF (K, N,)

(b) Expresse o produto da economia como uma fungéo da relagéo capital-trabalho: k; =
K¢ /N

Solugéo: use o fato de que F € homogéneo de grau 1.

F(K;, N AKZN}*  F(K,, N, AKEN N[ ®
Yt=F(Kt,Nt)=AKt“Nt1_a:> (K¢ t): t Ve (K¢ t): t NVelVe

Ny N N N
F(Ky, N)  AKEN:  F(Ki, Ne) K¢ F(K¢, Ne) Ki\*
= = = =A|l—=|2>———F=4 (—)
N NtNt“ N Nt"‘ N; N

K a
= F(K,,N,) = N, A (ﬁt) = F(K;, N;) = N, Ak
t

Alternativamente:

Y; = F(KtrNt) = AKtaNtl_a

K. N K\ (Np\ "¢
e () a5 (2
N¢ N¢ Ne/ \N¢

Yy = NeF(ke, 1) = N Ak (D)
Yy = NeF (kt, 1) = NeA(k)®

Yy = Nef (k)

(c) Encontre a taxa salarial por trabalhador e a taxa de aluguel por capital.

Solugédo: a maximizagao do lucro, tanto pelo planejador social ou pela firma representativa
na economia, resulta nas seguintes produtividades marginais:

Produtividade Marginal do Trabalho:
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OF (K, N, ke
w, = OF (Ke, Ne) _ (1 — @)AKENE @1 = (1 — @) AKEN® = (1 — @)A—=
aN, K¢

K\®
—(1-a)A (—) - (1 - a)Ak®
N¢
Produtividade Marginal do Capital:

OF (K, N
R, = OF (Ky, No) _ aAKZINEY = qAkE?
oK,

Note que isso pressupde que o bem atue aqui como numerario (seu preco é definido como
1).

(d) Encontre o sistema dindmico (que descreve a evolugdo de k; ao longo do tempo)
supondo que a taxa de poupanca é s € (0,1) e a taxa de depreciagdo é § € (0,1].

Solugéo: deve-se caracterizar a trajetéria de {k;};=, dado s € (0,1) e § € (0,1]. Isto é, nds
devemos encontrar a equagao de diferencas néo lineares k¢, = ¢ (k).

Inicia-se a partir da lei de movimento do estoque agregado de capital:
Kip1 = sV + (1 - 6K,

O passo seguinte é colocar a equagao acima em termos por trabalhador ao dividir ambos
os lados por N; 1.

. _ K =s£ N, +(1—5)ﬁ N, =sAk§‘+(1—5)kt
1T Nepy T NpNpyy N¢Neyr 1+n

= ¢(ke) (1)

Em que y; = f(k,) = Ak{. Algumas vezes é Util reescrever essa condigdo em termos de
Ak, 4. Paratanto, deve-se subtrair k; de ambos os lados da equagao acima para se obter:

sAkf — (n+ &)k,
1+n

Akpyr =

(e) Qual é a taxa de crescimento de k¢, Yy, = (Keyq — k¢)/ke?

Solucgao: a taxa de crescimento de k; sera dada por:

_ ke — ke SAkE™1 — (5§ +n)
Vie k¢ 1+n
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(f) Encontre o nivel de estado estacionario do estoque de capital por trabalhador (k), renda
por trabalhador (y = Y/N) e consumo per capita (c)

Solugéo: no estado estacionario, kfj,; = ki* = k, que implica que y;, = 0. Assim, a partir
da expresséo para yi,, tem-se a seguinte expresséo para o estoque de capital por
trabalhador (k):

1/(1-a)

k—( SA)
" \S5+n

Arenda por trabalhador sera dada por:

a

1 /5 \1-a
y = f(k) = Ak® = AT-a (8+n)

Finalmente, para se obter o consumo por trabalhador no estado estacionario, observe que,
em modo geral, para uma economia fechada e sem governo, tem-se que y; = ¢; + it, em
que i; = sy; e c; = (1 — s)y;. Entédo, no estado estacionario:

c=1-9s)y= (1—S)Aﬁ(5+n)1_a

y

(valor = 1,5 ponto).
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Questodes extras:

(g) Qual é o valor da regra de ouro de k? (k tal que o consumo no estado estacionario é
maximizado).

Solugao: o valor daregra de ouro de k, € o estoque de capital por trabalhador que maximiza
0 consumo no estado estacionario. Lembre-se que, em geral:

ce = (1 —8)ye = fke) — sf(ke)

Note que ndo ha como maximizar o consumo em todos os estados, pois 0 consumo € uma
fungéo de f(k;), que é ilimitada® (nés somente podemos obter a solugédo de canto k; = 0
se olharmos para um ponto estacionario). Todavia, a condigcao de estado estacionario é:

sflk) = (n+6)k (2
—— ————
investimento parte de k
per que é "perdida” por causa da
capita depreciagio e do

crescimento populacional

Que é verdade para qualquer estado estacionario (isto &, qualquer conjunto em que kf§; =
ki®* = k). Entédo, dado que ¢; = f(k;) — sf (k;), no estado estacionario:

c=fk)—(n+dk

Que agora ird aceitar uma solugéao interior. As condigbes de primeira ordem para o
problema de maximizagéo serdao dadas por:

g—;=f’(k)— m+6)=0=f"(kR%) =n+6

Paray = Ak“, pode-se obter uma solugdo de forma fechada para kRO

f'(kRO) = aA(kRO)* 1 =n+§

TEm lingua inglesa, trata-se de uma “function unbounded”. Uma funcgéo ilimitada é uma funcéo que
nao é limitada superiormente nem inferiormente por uma constante; seus valores de produto
aumentam ou diminuem indefinidamente.
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1
aA )(1—a)

n+o6 ®)

kRO=(

O conceito de Regra de Ouro para o caso do Modelo de Solow € ilustrado na Figura 1. Nela,
pode-se analisar trés taxas de poupanca alternativas e, além disso, pode-se visualizar a
condigéo da regra de Ouro: f'(kR9) = aA(kR)*1 = n + §. A inclinagao de f(-) precisa
serigual ainclinagéo dalinha (n + §)k.

Figure 1: The Golden Rule

}I.‘Q k GR lzfl AL

(h) Qual taxa de poupanca é necessaria para produzir a Regra de Ouro?

Solugdo: comparando a equacao (3) com a expressdo para o capital em estado

estaciondrio, é facil ver que a taxa de poupancga que permite & economia alcangar kR° é
RO _

st =a.

Alternativamente, lembre-se que f'(k?%) =n+ 6 e k.f'(k.)/f(k.) = a. Entéo:

kROfr(kRO) 3 kRO(n + 5) 3
f(kRO) —— f(kRO)
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Mas entéo o nivel de capital da Regra de Ouro também satisfaz a condicdo mais geral para
todos os estados estacionarios. Combinando essa condicao (2) com a anterior, podemos
ver que sk = q.

(i) Encontre a elasticidade de y em relagdo a s (no estado estacionario). As diferengas
observadas nas taxas de poupanca podem explicar as diferengas observadas na renda per
capita em diversos paises ao redor do mundo?

Solucgéo: lembre-se que:

1 S 1-a
y = (k) = Ak® = AT (5——])

Tomando-se a expressao acima em termos de logaritmos, tem-se:

a

In(y) = (ﬁ) n(A) + (1 — a) In(s) + -

Suponhaque @ = 1/3, conforme tem sido encontrado em estudos empiricos e, além disso,
existe uma diferenca de 3 vezes nas taxas de poupanca entre os paises (300%). Entéo, a
elasticidade sera:

)
W[ =
W =

=3 —3—

0,5

W N W] =
Il
W =
X
N w
Il
Il

Issoimplica que a diferenga em y de acordo com o modelo (com tecnhologia Cobb-Douglas)
deve ser: 0,5 X 300% = 150%.

Todavia, a diferenca observada em perto de 20 vezes, conforme informado em estudos e
livros-textos de macroeconomia.

Observacao:

dlog(y) , Ay
dlog(y) _ _dy Y Ty %y
dlog(x) 6log(x)a Ax  %Ax
dx x x

(j) Encontre o sistema dinamico que descreve a evolugao de y; sob a hipétese de que a taxa
de depreciagdo é § = 1.

Solucdo: com § =1, a lei de movimento do estoque de capital por trabalhador sera
expressa por:

sAkf

t+1=—1+n

10
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Note que o numerador representa o investimento per capita. Assim, essa expressao indica
que o novo estoque de capital (que é completamente renovado a cada periodo) € menor
que o investimento por trabalhador, devido ao crescimento populacional. Nés precisamos
caracterizar {y;}{~, ao analisar a equacéo em diferencas nao linear y;,; = ¢(y;). Lembre-
se que y; = Akf. Entdo:

sAkE\* SYe \@
yt+1=Akf‘+1=A< t) :A( t) = o)

1+n 1+n

Lembre-se que o investimento ocorre em t enquanto o novo capital social estara
prontamente disponivelem t + 1.

(valor = 1,5 ponto).

11
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